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complexe

Exercice 1 Forme algébrique - Somme et produits

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1. 21 =(2+5i)+ (i+3) 3. z3=(2—1)(3+8i) 5. z5 = i(1 — 3i)?
2. zp =4(—2+3i) +3(-5-8i) 4.z =(1—-10)(1+1) 6. z6 = (1+i)3
Indication v Correction ¥ [14.0121]
Exercice 2
Mettre sous la forme algébrique a + ib avec a,b € R les nombres complexes suivants
3+ 6i 5+2i 2
T3y T R
3
1+1)2 1 .3 1
T 5. z5=|—=z+4+i— 8. 28 =
2 22 <2—i> ° ( 2" 2 BT 142)5-0)
. 29 .
2450, 5 6 5 — (1+70) 142
3.z = T + 55 IS iy 9 29= 17
Correction Vv [14.0038]
Exercice 3
Mettre sous la forme a +ib (a,b € R) les nombres
3+6i  (1+i\* 3+6i  2+5i 2-5i
3—-4i 2—1 3—4i 7 1—i 1+i°
Indication ¥ Correction ¥ [14.0019]
Exercice 4
Ecrire sous la forme a + ib les nombres complexes suivants :
1. Nombre de module 2 et d’argument 71/3.
2. Nombre de module 3 et d'argument —7t/8.
Indication ¥ Correction ¥ [14.0020]
Exercice 5

Effectuer les calculs suivants :
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1. (3+42i)(1—3i).

2. Produit du nombre complexe de module 2 et d'argument 77/3 par le nombre complexe de module 3 et d'argu-
ment —571/6.
3+4+2i
1-—3i

4. Quotient du nombre complexe de module 2 et d'argument 71/3 par le nombre complexe de module 3 et
d'argument —577/6.

Correction ¥ [14.0021]
Exercice 6
: V6 —iv2 e , u
Calculer le module et I'argument de u = — et v =1 —1i. En déduire le module et I'argument de w = —.
v
Indication ¥ Correction ¥ [14.0023]
Exercice 7
) 2 ) 1 . ,
On donne 6 un réel tel que cos (6p) = NG et sin (6y) = 7 Calculer, en fonction de 6y, le module et I'argument

des nombres complexes

=3 +)@A+2)(1+i) e b= ETZCLED

(2—1)3i
Correction ¥ [14.0037]
Exercice 8
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants
2im Hus Sint
1. 2 = 2¢ 6.26:(263)(366)
iy
2. Zy = 2¢'s in
, 7 2e3
_ 7in L Z7 =
3. z3=23e 8 7 30— 2
4 (2 7”) ( *SfT”) n
. z4 = (2e e .
4 8. zg, le nombre de module 2 et d'argument 3
2e't T
5. 2z5 = e 9. zg9 le nombre de module 3 et d'argument —3
e
Correction ¥ [14.0039]
Exercice 9
Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme exponentielle.
1+ — i 4
1z = 21 3. 23 = (1+iV3)

e 4 zy=(1+iV3)° + (1 - iV3)

- _<1+v3 5 .. L+iv3
2 1—i - V3+i
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6 2 — V6 —iV2
Ce T T
Correction ¥ [14.0045]

Exercice 10

Effectuer les calculs suivants :
1. (3+42i)(1—3i)

T
2. Produit du nombre complexe de module 2 et d"argument 3 par le nombre complexe de module 3 et d'argument
5m
e

. ' 7T '
3. Quotient du nombre complexe de modulo 2 et d’argument 3 par le nombre complexe de module 3 et d'argument
5
=

Correction ¥ [14.0041]

Exercice 11

Linéariser les expressions suivantes.

1. A(x) = cos®(x) 5. E(x) = cos?(x) sin?(x) 9. I(x) = cos?(x) sin®(x)
2. B(x) = sin’(x) 6. F(x) = cos(x)sin®(x) 10. J(x) = cos(x)sin*(x)
3. C(x) = cos*(x) 7. G(x) = cos?(x) sin(x)
4. D(x) = sin*(x) 8. H(x) = cos®(x) sin?(x)
Correction v [14.0089]

Exercice 12
Soitu=1+ietv=—1+iV3.
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.

4. Déterminer le module et un argument de %.

S 5 . 5
5. En déduire les valeurs de cos (12> et sin (12)

Correction ¥ [14.0043]

Exercice 13

Etablir les égalités suivantes :
T L. (Tt 1-iv3 N 5 .. 5
(e (5) i () (152 ) e = va (o (55) wm (57))

3-30




2. (1-1) (cos (g) +isin (%)) (V3 —i)
V2 (cos (f3) +isin (f3)) _

1+ N

2v2 (cos (

s
12

V3—i

3 2

Correction ¥
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137

60

137

60

) (5)

[14.0042]

Exercice 14

Calculer les racines carrées des nombres suivants.

1. 21:—1 4. Z4:—1—i
5. Z5:1—|—i\@

6. Z6:3—|—4i

2. ZzZi

3. 23:1+i

Correction ¥

7. 27 =7+ 24i
8. zg =3 —4i
9. zg = 24 — 10i

[14.0046]

Exercice 15

+i
V2
V3+i
2

1. Calculer les racines carrées de . En déduire les valeu

2. Calculer les racines carrées de

Correction ¥

. En déduire les valeurs de cos (

rs de cos (g) et sin (%)
%) et sin (%)

[14.0047]

Exercice 16

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 2242+41=0
2. 22— (5i+14)z+2(5i +12) =0
V3z—i=0

22— (142i)z+i—1=0

z2 —
22— (3+4i)z—1+5i=0
422 - 2241=0

24 4+10z22 4169 =0

22 422244=0

Correction ¥

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

xt —30x%2 4289 =0

x* +4x3 +6x? +4x —15=0

22 +3z2-2i=0

22— (1+a)(1+i)z+ (1+a?)i=0
iz2+(1-5)z+6i—2=0
(1+i)z2—3+i)z—6+4i=0
(1+2i)z2 — (9+3i)z—5i +10 =0
(1+3i)z> — (6i +2)z+11i —23 =0

[14.0048]

Exercice 17
Résoudre dans C I'équation z0 —iz® —1—i = 0.

Indication ¥ Correction ¥

[14.0052]
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Exercice 18
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, 7).
. . e . . -3 1, -3 1.
On considére les points A, B et C d’affixes respectives : a =i, b = % + EZ et ¢ = Tf — El'
1. Donner une forme trigonométrique des nombres complexes a, b et c.
2. Placer les points A, B et C sur le repére (O, il, 7).
c—b
3. On pose : z = ——.
a—>b
(a) Déterminer |z| et arg(z).
(b) Déterminer |'ensemble des points M(z) tels que :
, V3 1,
z—il=|z4+ — — =i
z—if=|z+ 53
Correction ¥ [14.0124]

Exercice 19
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, 7).

On considére les points A, B et C d'affixes respectives : ¢ =2, b = ﬁ(—l +i)etc= ﬂ(—l — 7). On défini un
quatriéme point, noté E, d'affixe e le milieu du segment [AB].

1. Donner une forme trigonométrique des nombres complexes a, b et c.

2. Placer les points A, B et C sur le repere (O, ii, 7).

3. Montrer que le triangle OAB est isocéle, puis déduire un mesure de |'angle orienté (ﬁ,(ﬁ).

4. Déterminer e puis |e].

. Déduire : cos <3§) et sin (35)

Correction ¥ [14.0125]

o1

Exercice 20

1. Dans le plan complexe (0;; 7), on considére quatre points A, B, C et D d’affixes respectives 3, 4i, —2 + 3i et
1 —i. Placer les points A, B, C et D dans un plan.

2. On considére les équations dans C
22— (143)z2—6+9i=0(E;) etz2 — (1+3i)z+4+4i=0 (Ep)
(a) Montrer que I'équation ( E; ) admet une solution réelle zq et I'équation ( E; ) une solution imaginaire
pure zp.
(b) Développer (z —3)(z+ 2 — 3i) puis (z — 4i)(z — 1 +1).
(c) En déduire les solutions de I'équation (22 — (14 3i)z — 6+ 9i) (2> — (1 +3i)z+4+4i) =0

(d) On note z( la solution dont la partie imaginaire est strictement négative. Donner la forme trigonométrique
de zg -
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(e) Déterminer les entiers naturels n tels que les points M, d'affixe z{j soient sur la droite d'équation y = x.

3. On note f I'application qui au point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z’ telle que

7 =22 - (1+3i)z—6+9i

a) On pose z = x +iyavecx,y € R et z/ = x’ + iy’ avec x’,1y' € R. Exprimer x” et i/ en fonction de x et
Y y y y y
y.
(b) Déterminer une équation de I'ensemble ( H ) des points M pour lesquels f(M) appartient a I'axe des
ordonnées.

Correction ¥ [14.0126]
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Indications
Indication pour I'exercice 1 A

Attention! Il y a un symbole de conjugaison dans z4.
Pour les deux premiers exemples, il suffit de regrouper. Pour les produits, il faut développer puis regrouper.

Indication pour I’exercice 3 A
Pour se "débarrasser" d'un dénominateur écrivez
Z1 _Z1 Z2  Z1Zp

22 Zp 23 |Zz|2

Indication pour I'exercice 4 A

Il faut bien connaitre ses formules trigonométriques. En particulier si I'on connait cos(26) ou sin(26) on sait calculer
cos B et sin 6.

Indication pour I’exercice 6 A

Passez a la forme trigonométrique. Souvenez-vous des formules sur les produits de puissances :

¢iapil — gi(a+) ot gia 7oib _ i(a=b),

Indication pour I'exercice 17 A

Poser Z = Z3 et résoudre d'abord Z2 —iZ —1—i = 0.
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Solutions

Correction de I'exercice 1 A
1. On regroupe simplement les parties réelles et les parties imaginaires. On trouve

21:5+6i

2. De la méme facgon,

2y = (—8412i) + (—15 — 24i) = —23 — 12i

3. On développe, puis on regroupe pour trouver :

z3=6+16i —3i+8 =14 + 13;

4. On écrit

z4=01—-i)(1—i)=1-2i—1=-2i

5. On commence par calculer (1 —3i)? :

(1-3i)2=1-2x1x3i+3i)*=1-6i—9=—8—6i

On multiplie ensuite par i :

i(1—3i)> = —8i — 6i* = 6 — 8i

6. Le plus simple est de tout développer, en utilisant la formule du binéme de Newton ou, pour ceux qui ne la
connaissent pas (encore), en écrivant (1+7)3 = (141)2(1+1). On trouve

Z6 = (1+i)3
(1+0)%(1+1)
(1+2i+i2) (1+i)
=(1+2i—1)(1+41)
=2i(1+1)

= 2i + 2i?

= 2472

Avec la formule du binéme, on écrit simplement

z6= (1412 =1+3i4+32 4+ =143 —3—i=-2+42i

Correction de I'exercice 2 A

3+ 6i (3+6i)(3+4i) 9+12i+18i—24 —15+30i 3 6,
3—4i 32 4 (—4)2 25 25 5
(Lt 2+ ED)\ (24i+2i—1\* (143 2_1+6i—9__§+£i
27 \2—i) "\ 24(-12 ) "\ 24(-12 ) "\ 5 - 25 2525

Autre méthode
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(L (42 1421 20 2i(3+4) _6i-8_ 8 6,
27 \2=i) T (2-i? 4—4i-1 3—4 3+(-42 25 2525
L2450 2-50 _ (245)(1+0)+(2-5)(1—i) _2+2i+5i-5+2-2i-5-5
T 1—i 1+ (1—i)(1+1) B 1272
6
__5__3
Autre méthode
245 2-5i 2+5i 2+5i 2+ 5i
= — :2
A T DRl g R(l—i)
Or
245 _ (2+5)(1+i) _2+2+5i-5_—3+7 _ 3 7.
1—i 124 (=12 2 2 202
Donc
3
=2 ) =-3
Z3 ><< 2)
L, o542 (5+20)(1+42) 5+10i+2i-4 1412 1 12,
T 12 124+ (=22 5 -5 ~ 5'5

N

= (o) - () () (9) () () - (%)

_ 1o 1 V8 3 (3) 3V _ 1. .3V 9 3V3_
- 2 2 4 - 8 8

! B
4 8 8 8

o

Autre méthode

Ou encore
Z5 = j3 =1
Y (1+1)°
©T -y

On peut toujours s'amuser a développer (1 + i)9 et (1— i)7 mais franchement ce n’est pas une bonne idée.

1+i)° o (1+i)7 o (1+1) . 1+i)(1+4)\
z6—H=(l+z)221:;7:(1+1)2<1+i> = (1+2i—1) <(12++)((_;;2)>
(1+42i—1\7  2i(2i)7 288 .
:21< +2 > - (27> _27 — 98 —
Autre méthode
e — (1+i)9:(ﬁ(§+i§))9: (vV2)* (Ei%)g _ WRPEE rimy e ain
=0 (va(2-R))  (vap (1) e
=2
gy 2 _ 2(1+iv3) _72(1+i\@)_717i£
7T 1S iE 124 (V)2 2 '3

Autre méthode
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2 1 1 2 5, 1 3
1 1 1 1 1 1 1—1i 1 1.
zg = . 5 = —— = = o X = o X s = o —
(1+2i))(3—i) 3—i+6i+2 5+5 5 1+4+i 5 12412 10 10
o 1420 _ (1+2i)(142i) (1+2i)271+4i—4i_§+éi
°T1-2i  12+(-2? =5 5  5'5

Correction de I'exercice 3 A

Remarquons d'abord que pour z € C, zz = |z|2 est un nombre réel, ce qui fait qu'en multipliant le dénominateur
par son conjugué nous obtenons un nombre réel.

3+6i (3+6i)(3+4i) 9-24+12i+18 —15+30i 3 6

3—4i (3—4i)(3+4i) 9+16 =~ 575
Calculons
1+i (1+i)(24i) 1+3i
2—i 5 -5 7
et
L+i\* _ (1430\* _—8+6i 8 6,
2—i) U 5 25 25 257
Donc
1+i)? 3+6i_ 8 6.3 6, 23 36
2—1i 3—4i 25 25 5 5 25 25°
2 ] 7
Soit z = 1%? Calculons z + Z, nous savons déja que c'est un nombre réel, plus précisément : z = —g + Ei et

donc z +z = —3.

Correction de l'exercice 4 A

1. z; = 2¢'5 =2(cos £ +isin %) = 2(3 +i§) =1+iV3.

2. zp =3¢ % = 3cos § —3isin g = 3 22+\/§ _ 3 22_\/§.
Il nous reste a expliquer comment nous avons calculé cos g et sin g : posons 0 = g, alors 20 = 7 et donc
cos(20) = g = sin(260). Mais cos(20) = 2cos?0 — 1. Donc cos? 0 = % = 1(2+4 V2). Et ensuite

sin20 =1 —cos20 = %(2 — \@) Comme 0< 0 = % < % cos B et sin 6 sont des nombres positifs. Donc

Correction de l'exercice 5 A

1.9-7i
2. —6i
3. -0,3+1,1i

10 - 30
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Correction de l'exercice 6 A

Nous avons
6 —\/2i 3 i . _iz
= Q =2 ifi = \fZ(cosEflsmE) =V2e7'%.
2 2 2 6 6
puis
v=1—i=+2e"'1
Il ne reste plus qu'a calculer le quotient :
_n
w_ V2T g
v 27T

Correction de I'exercice 7 A

la] =] 3i(2+ i) (4 + 2i) (1 +1)] = [3i] x [2+1] x |4+ 2i] x |1+
2
—3x V2412 x2x 24| x \/12+12:6<\/22+12> X V2 =6x5V2
=30V2

arg(a) = arg(3i(2 +1)(4 +2i)(1 +1i)) = arg(3i) + arg(2 + i) + arg(4 + 2i) + arg(1 + i) + 2k
g—i—arg(Z—i—z)—i—arg( 2+ ))—Q—%—Q—Zkﬂ
BT +arg(2+4i) +arg2 +arg(2+1i) + 2k = 3? +2arg(2+1i) +2km
Soit 6 un argument de 2 4 ,cos(f) = \/zfﬁ = % et sin(f) = \/zgﬁ = % donc cos(f) = cos (6p) et

sin(f) = sin (6p), on en déduit que 6 = 6y + 2kt

Par suite
arg(a) = %T + 26y + 2knt
(4+20)(=1+1)| |4+2i x| —1+i 2x]24ix/(-1)2+12 2x/5xV2
|b|: T " p— T " pr— pr—
(2 —1)3i |2 — | x [3i] 24 (~-1)2x3 V5 x 3
2
3

arg(b) = arg(4 + 2i) + arg(—1+1i) — arg(2 — i) — arg(3i) + 2kt = 6y + 3% — (—6p) — g + 2kt

= Z+290+2kn

Correction de I'exercice 8 A

11-30
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= 3cos (nfg

= —3cos (g) + 3isin (g)
Z4 = (26%) (673%1) = Zei(%f%n) =2¢71% = —2j

Z5 = iz
e 4
i s us in 7 7 1
Z6 = (2313) (3657) — 6/ (5+%) — 6 =6 (cos (67T) +isin (;)) =6 (? - 2i>
o BB 2peg) 2 2 2( 1 V3Y) 1 ,V3
3% 3 3 3 2 2 3 3
T 1 .
3 2

2
z9 = 3¢ % =3 (cos (—%) +isin (—g)) = 3cos (%

A moins de connaitre cos () et sin (%) on ne peut pas faire mieux.

Correction de I’exercice 9 A

L _ i) 1421
L VAN 2 -

141 3 1@3 3in
Zy = 1-; :(62) =e¢ 2

4
z3=(1+iV3)! = (2 (1 +i\/§>> =2¢ (ei%)4 — 165"

2 2

5 5
zs = (14+iV3)° + (1 —iV3)° = (2 (;Jﬂ?)) + <2 G_l;)) _ 95 (ezg>5+25 (e_ig>5
=32 <e¥ +e*5iTﬂ) = 32 x 2cos (5;) =64 <_;> = _32

_1+iV3 _ (1+iV3)(VB—i) _ VB-i+3i+v3 2342 V3 1. s

z5 = = =—+-i=e
T B+ (V3)2 + 12 4 1 2 "2
Autre méthode

Lotivs 28 o8y

*T VB 2(73+%i) el

CV6—iv2  (V6—iv2)(242i)  2V6+2iV6—2iV2+2vV2 26422 +2i(vV6—V2)
T oo T 24 (-22 8 - 8
_V6+V2+i(V6—V2)

4

12- 30
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Remarque : il aurait mieux valu mettre ‘2[ en facteur d'entrée.
La on est mal parti, il va falloir trouver le module, puis le mettre en facteur,

Vo+V2+i(V6—V2) _

g(ﬂﬂw(\@—n)

Z6 =
4
|z6|:g\/(\@+1)2+(\f3—1)2:g\/3+2f3+1+3—2\/§+1:¥\/§=¥
Z6 = \@Zﬁ—i—i\@;ﬁ:cos((?)—l—isin(f))

Mais on ne connait pas d’angle vérifiant cela. Il faut faire autrement

V6 —iv2] =/ (V6)2 + (V2)2 = V8 =2V2
12— 2i] = /22 + —f 2v2

V3_1 i
z6 = f_l\f Z\T( 2 21) B (s L.
6 2-2i ﬁ(@ 14) T i3

Ecole
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développement
international

x2v2 =1

Correction de I'exercice 10 A

1. (3+2i)(1-3i))=3-9i+2i—6i2=3—-7i+6=9—7i

2.
2e'3 % 3ei(_ 6 ) = 631(%_5?”) = 6ei(_%) = —61
3.
i
?.8 ’ = zei%e&Tﬂ = gel(%JrSﬂ) = %37%
361(_7) 3 3 3

Correction de l'exercice 11 A

—ix _|_36ix872ix _|_873z'x

eix 4 p—ix ele 4 3621xe
A(X) = ( . ) - .
O e 43 (eM +e7™)  2c0s(3x) + 3 x 2cos(x)
B 8 B 8
1 3
=1 cos(3x) + 1 cos(x)

13-30
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eix _ efix 3 eSix _ 362ixefix 4 3eix672ix _ ef3ix
B(x) = . = .
2i —8i
| O3 3 (e —e7)  Djsin(3x) — 3 x 2isin(x)
n —8i n —8i

1
=-1 sin(3x) + Zsin(x)

C(X) _ <eix + eix)4 _ etix _‘_4e3ixefix 4 6621'956721';( +4eix873ix 4 e dix
2 16
e e 4 (2 +4e72) 46 2cos(4x) +4 X 2c08(2x) + 6
B 16 B 16
= %cos(élx) + % cos(2x) + %
et e 4 (2 +4e72) 46 2cos(4x) —4 X 2c08(2x) + 6
B 16 B 16
D(X) _ <€1x _ ezx>4 _ e4zx _ 4€3zx€71x + 6621x6721x _ 4ezxef31x + 6741x
2i 16

2

E(x) = cos”(x) sin®(x) = ( +z€ix>2 ( _ZiEix>

eZix + zeixe—ix + e—Zix e2ix o Zeixe—ix + e—Zix (621'96 424 872ix) (eZix S 672ix)

1 8 82x - ~16
eZierix _ 2621‘x + eZixe—Zix + 262ix — 44 26—21‘9{ + e—2ix62ix _ ze—Zix + e—Zixe—Zix
N —-16
e4ix _ 282ix 414 2621'}( 44 26721'95 41— ZefZix 4 ef4ix e4ix 4 ef4ix -2
= ~16 T -6
_ 2cos(4x) —2

1 1
= — - 4 p—
=Y 8c:os( x)+8

Autre méthode en utilisant les formules trigonométriques

1 21 1 _1—cos(4
E(x) = cos?(x) sin?(x) = (cos(x)sin(x))* = (2 sin(2x)> =1 sin?(2x) = e C(z)s( x)
= —=cos(4x) + <
En utilisant les formules
sin(2a) = 2sin(a) cos(a),a = x
1- 2
cos(2a) = 1 —sin*(a) < sin®(a) = %(a),a =2x
ix —ix 3ix 3 ix 3 —ix _ ,—3ix
F(x) = cos(x) sin®(x) = cos(x)B(x) = *26 St W
e4ix _ 362ix 13- 672ix + eZix —34+ 3672ix _ 674ix
- —16i
B elix — 74X _ D (¢2ix _ o= 2i¥) _ 2isin(4x) — 2 x 2isin(2x)
N —16i N —16i
— L inax) + L sin(2r)
=g 1S
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3ix 3 ix 3 —ix —3ix ix _ ,—ix
G(x) = cos®(x) sin(x) = A(x)sin(x) = e e +88 re x 2:
e4ix o e2ix + 362ix —34+3— 36721‘35 + 672ix _ ef4ix
16i
MY — 74X £ (2 — ¢72X)  Disin(4x) + 2 x 2isin(2x)
16i B 16i

1 1
=3 sin(4x) + 1 sin(2x)

On peut toujours faire « comme d’habitude » améliorons un peu les choses

H(x) = cos®(x) sin?(x) = cos(x)(cos(x) sin(x))? = cos(x) (% sin(2x))2 = } cos(x) sin?(2x)

= 1 cos(x) (%) = £ cos(x)(1 — cos(4x)) = } cos(x) — § cos(x) cos(4x)

Alors on utilise des formules souvent inconnues des étudiants (et c'est fort dommage) ou on fait comme d’habitude

ix —ix 4ix —4ix
H(x) = 1cos(x) — %cos(x) cos(4x) = 1cos(x) —% (e +2€ ) (e +26 )

_ 1 1 Six —3ix 3ix —b5ix

= 8cos(x) % (e +e et )

— 1 1 Six —b5ix —3ix 3ix

—gcos(x) 3—2(6 +e e 4o )

= 1Cos(x) _ 1 2cos(5x) +2cos(3x) = 1cos(x) 1 cos(5x) — 1 cos(3x)
-8 32 -8 16 16

I(x) = cos?(x) sin®(x)

Allez, encore une autre technique!

Onpose t =% —x < x=t— J ainsi cos(x) = cos (t — §) = sin(t) et sin(x) = sin (t — 5 ) = cos(t) Donc

1 1 1
I(x) = sin?(t) cos®(t) = 3 cos(t) — 16 cos(5t) — 16 cos(3t)
1 T 1 T 1 T
=seos(r3) qgeos (5= 3)) s (3 (- 3))
1 . 1 S5n 1 3r
=3 sin(x) — 1g €08 <5x — 2) ~ 1 ¢0s <3x - 2)
1 . 1 T 1 T
=3 sin(x) — T (Sx - 5) — 7¢ C08 (3x + E)
1 . 1 . 1 .
=3 sin(x) — 1 sin(5x) + 1 sin(3x)
ix —ix Aix —4dix _ g,2ix _ p,—2ix
J(x) = cos(x) sin*(x) = cos(x)D(x) = ¢ —1—2e x & te 4166 de T ¥6
_ 3% (€5ix o3I 430X _ 4o o ol L BN | g _ gt _ 430 6efix)
_ 1 5ix —5ix 3ix —3ix ix —ix
—3—2(3 +e 3(6 +e )+2<e +e ))
= %(ZCOS(SX) —3 X cos(3x) +2 x 2cos(x))
1 3 1
=T cos(5x) — 5 cos(3x) + 3 cos(x)

Correction de I'exercice 12 A

cf également correction manuscrite.
1o jul = VIZF 12 =2et |o| = \/(—1)2 + V3 =2
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Donc un argument de u est %

Donc un argument de v est 27”

3. On cherche les solutions complexes de z3 = u

Z=us 2] =v2 2]? = 23
- 3y _ 1 T
arg(z’) = f +2kn, keZ Jarg(z) = F +2knr, kecZ

N 2| = 28
arg(z) = & + 2% k€ {0,1,2}

u admet trois racines cubiques

zZp = Z%ei%; z1 = 266 (%+2Tﬂ) = Z%ei% = 2%(3% et zp = Z%ei(%Jr%T) = Z%elﬁn
4,
V2t 2 i(7-%) V2 _sin V2
— = . = — 4 3 = — 2 = — _— —_—
. ZeZIT" ze 2e > (cos( 12>+1sm< 12))
Et
u o 14i (A4)(-1-iV3)  —1+VB+i(-1-3)
v 1403 4 4
Par conséquent
_ 5 _ =14 —V2+
?cos(—%): 1Xﬁ - cos (—73) = 2\/\%; \\;Lf
2 o 57y _ —1-/3 5y _ —1 —2—
Ysin(—33) = =5 sin (—37) = 574~ =

Correction de I'exercice 13 A

1.

(COS (;) +isin (;)) <1 _21\/?:) (1+i)=e i17e713+/2 <\f +i f) 2617 0715 ol
a0 3 — 3 (o (1) 4 ()
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10 (oo (£) ismn (£)) 39 = v2 (2 =2 (oo (5) n (§)) 2 (4 - 3

:Zfe_i%ei%e_i% :Zﬁei(f%Jr%*%) —Zfe( 15n+12n 12(?) :2\/53_%

3 . 137
2\f (cos( 0 > —isin (60>
s

VA (cos (f) +isin (§)) _ cos (§) +isin() _ef _ sq_ %
141 4 + gi e
= cos (—) —isin (E> = ﬁ — 1i
B 6/ 2 2
Correction de I'exercice 14 A
On cherche les nombres complexes tels que z2 = —1

A= el = o st =t = e i
On cherche les nombres complexes tels que 22 = 1+i = /2 (4 + 1@) —27¢'f
71 = —24e% et 7, = 21e®

C'est un peu insuffisant parce que I'on ne connait pas les valeurs de cos (%) et de sin (%) Autre méthode, on cherche

a,b € R tels que

L 2_p2=1
N2 . 2 12 L. . 1 a
(a+ib)"=1+isa b+21ab—1+1@L2{ oabh — 1

On rajoute I'équation L3

2
’(a+ib)2’ =[1+i] & at+ibf = VI2+12 & (V@ +12) = V2o a+0* =2

En faisant la somme de L et de L3

>S5

1 2 24242 2+24/2
2a2=1+ﬁ(:>a2: + S a==+ +2\[:j; +4\[:i + \[

N —

En faisant la différence de L3 et de L4

NCRINTY, DINTYIN SRR N \/Tf 2202 @

2 2

D’aprés Lya et b sont de méme signe donc les deux solutions de z2 = 1+ i sont

V2+42V2 V2422 7\/2”\54\/*2”\5
2

VAR i et Zp =
1 5 + 5 2
On cherche les nombres complexes tels que z2 = —1 —i = /2 (—% - 14) —23¢F
1 sim 1 sin
Z1 = —24ie¢8 et £y =24e8

C'est un peu insuffisant parce que I'on ne connait pas les valeurs de cos (5?”) et de sin (%”)
Autre méthode, on cherche a,b € R tels que
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L 22
(a+ib)? = -1—isa* —b*+2iab=-1—-is 1{” b !

Ly 2ab = —1

On rajoute I'équation L3

2
‘(a+ib)2‘ =|—1=il e la+ b= /(12 +(-1)2 & (V@ +82) =v2ea+0* =2

En faisant la somme de L et de L3

1
2ﬂ2:—1+\/§<:>ﬂ2:—§+7<:>ﬂ

V2 :i\/—1+ﬁ:i\/—2+2\/§iv—2+2ﬁ
2 4 2

En faisant la différence de L3 et de L

Ny DT \éi A 1+f 2+2f 2+2v2
D’aprés Lya et b sont de signes opposés donc les deux solutions de z2 = —1 — i sont
V-2+2V2 V2422 V-2+2V2  V2+2V2
Z1 = > —1i 5 et Zp = — > +1 5

;7T
13

On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1+ iy/3 =2 (% + z@) =2¢

o 1 o 1 2
2 2 2 2 2 2
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 + 4i
a2 - =3
On pose Z =a+ib, 7% < 3+ 4i = (a+ib)2 & 344i =a? — b2+ 2iab < 1, Ly
2ab =4
On rajoute I' equatlon 22| & |3+4z\ =+ PP e a®+?=V32+42 < a? +b? = /25 =513
2
Avec le systéme { 2 4 Zz 5 en faisant la somme des deux équations L; et L3, on trouve 24> = 8 < 4% = 4,

d'ou 'on tire b* = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d'aprés I'équation
2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe. Si a = 2 alors b = 1 et
Z1=2+4ietsia=—2alorsb=—-1etZ,=-2—1i

Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+1)? et on retrouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On reprend le systéme

a?—b* =3 a>—(2)2=3 -4 =3 a* —4 =342 a* —3a> —4=0
& ) & L0 e e )
a a a

2ab =4 b= b= b=12
{ A2 —-3A—-4=0
Ang _2
~a

Les solutions de A2 —3A —4 =0sont Ay = —1<0et Ay =4, donc a® =4,
Sia= —2alors b = % = —letalors Zy = —-2—i,sia=2alorsb = % =1letalorsZy =2+1.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = —7 — 24i
Onpose Z=a+ib, Z>< —7—24i= (a+ib)*> < —7—24i =a> —b> 4 2iab < Ly {a®> — b* = —
Ly{2ab = —24

On rajoute I'équation

‘22]@|3+4i =1 e+ 0= \[(=7)2 + (—24)2 & ® + b* = VA9 + 576 = /625
= 2514
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a? - =-7
a* +b? =25
d'ou I'on tire b2 = 16. Les valeurs possibles de a sont +3 et les valeurs possibles de b sont +4, d'aprés |'équation
2ab = —24 < ab = —12, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe opposé.
Sia=3alorsb=—4et /1 =3—4ietsia= —3alorsb=4et Zy = —-3+4i

Deuxiéme méthode

—7 —24i =9 —24i — 16 = (3 — 4i)? et on retrouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On reprend le systéme

=7 (@ (FPP=-7 [l F=-T [ -144=-72
2ab = —24 h=— — b:—%
@{a4+7a2—144:0 {A2+7A—144:0

Avec le systéme { , en faisant la somme des deux équations L et L3, on trouve 242 = 18 < a2 =9,

i

_ 12 _ _12
b_—7 b= -

Les solutions de A2+ 7A —144 =0 sont A; = —16 < 0 et Ay =9, donc 4?2 =9,

Sia=3alors b = —% = —4etalors Zy =3—4i,sia=3alors b = —1[72 = —4 et alors Z1 = —3+ 4i.

On cherche les nombres complexes tels que Z? = 3 — 4i = zg, on peut refaire comme précédemment mais on va
prendre la méthode la plus simple

72 =3-4i=4—-4i—1=(2—i)?
Il'y a deux solutions
Z1=2—i e Zp=-2+i

On cherche les complexes Z tels que Z% = zg = 24 — 10i
La encore, on va aller au plus simple

24—10i =25—-10i — 1 = (5 —i)?

Donc il y a deux solutions

Zy=5-i et Zy=-5+i

Correction de I'exercice 15 A

1. On cherche les complexes Z tels que

Z2= =My ve
V2 2
On pose Z = a +1b,
2_ V2 V2 V2 V2 2 V2 N2 5 L [ a-p2=¢
Z—2+12<:)2+12—(a+b)<:>2+1 a —b" 4 2iab & L 2ab=§

On rajoute I'équation

2 2
2 V2 V2| 5o a0 | [V2 V2 2,2 1,1
‘Z’@—z +z—2 =a+b"<a"+b"= > + > Sa+b°= 2+2—1L3
22 =2 , .
Avec le systéme 242 12 , en faisant la somme des deux équations L et L3, on trouve
a =
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2 2 2
2a2:1+£©a2: +v2
2 4
En faisant la différence de L3 et de L
2b2:1—§<:>b2:2_4\/§

Les valeurs possibles de a sont :Izim et les valeurs possibles de b sont :tivz;\ﬁ, d'apres I'équation 2ab = % &

ab = \[ , on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

S|a:\/7a|orsb*\/7etz \/T \/7
EtSitl:—mabrsb:_@etZz \/ZT \/2;7

2

D’autre part

V2 N2

2"
Admet deux solutions Z3 = ¢ = cos (%) +isin (F) et Z4 = —¢l§ = —cos (%) —isin (%)

Comme cos (%) > 0 et que sin (§) > 0,

. 24+v2  V2-V2 Ty = V242
Cos(n>+lsm(7r):\/+f+l\/ V2 ) cos(F) 1
8 8 2 2 . T _\/Z—ﬂ
sin (§) = ¥
2. On cherche les complexes Z tels que
Zz_\@‘H_ﬁ 11'
22 2
On pose Z = a +1b,
212 _ /3
3.1, V3 1, 301, . a”—b" =%
Z2=£+*1<:>£ ~i = (a+ib)? @£+fz:a2—b2+2mb@L1 L,
2 2 2 2! 2 2 1
2ab = 5
On rajoute I'équation
301 i\ 1\2 31
2 vo Ll 2 2 2,32 _ Vo 1 2 2 (21 _
’Z‘@ 5 21 a+b"sa“+b <2> ~|—(2) Sat+b 4+4 1L3
b2 f . .
Avec le systéeme 2 LR 1 , en faisant la somme des deux équations L et L3, on trouve
2a2:1+£®a2:2+ﬁ
2 4
En faisant la différence de L3 et de Ly
2i
2b2:1—§@b2: 4ﬁ

o
(>

Les valeurs possibles de a sont :ti”zgﬁ et les valeurs possibles de b sont :tiﬂz_\/g, d'aprés I'équation 2ab =

ab = ﬁ on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

Sia:ﬁalorsb—\/ietz \/T_H\/i
Etsiaz—ma|Oer——@etZ2:—\/22T—l\/2277\/§

2

D’autre part
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V3 1 7
222 i
2 2
Admet deux solutions Z3 = €' = cos (&) +isin({5) et Zy = —¢lTs = — cos (f5) —isin ({)

1
Comme cos ({5) > 0 et que sin ({5) >0

cos (%) +isin (%) N 2 Sin(lz) =2

_ \/Z—I—\@_’_i\/Z—\@@{ cos (%) = 2;“/5
2 Ea —

Correction de I'exercice 16 A

1. 2242z4+41=0

2. 22— (5i+14)z +2(5i +12) = 0

A = (—(5i+14))* — 4 x 2(5i + 12)
= (—25 + 140i + 196) — 40i — 96 = 75 + 100
= 25(3 + 4i)
= 52(3 4 4i)

On cherche a,b € R tels que

(a+ib)? =5—4i < L, 2ab = 4

Ll [,lz—b2:3
s\ 24+ =VR+4£2=5

En faisant L; + L3 on trouve que 222 =8 < a? =4 < a = £2

En faisant L3 — Ly on trouve que 20> =2 < > =1 b= +1

D’aprés Loa et b sont de méme signe donca+ib=2+ioua+ib=—-2—1
Autre méthode 3 +4i =4 +4i —1 = (2+i)?

et alors

A =5%(2+1)? = (10 4 5i)?
Les solutions de I'équation sont
. 5i+14 — (10 +5i) 4
e 2 T2
0:

f 51+14+2(1O+51) _ 24421 Casi

2
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3.22-3z2—-i=0
A=3+4i=(2+i)?
V3+2+i /3 1. (1, .3 g
21_72 _7+1+§z—1—z —§+17 =1-—1ij
V3-2—-i 3 1, {1 3 .
Zz—f—T—l—il—_l‘l’l _E—li —_1+l]

4. 22— (142i)z+i—-1=0

A=(1+2)—4(i—1)=1+4i—4—-4i+4=1

; 1+2i—1 ;
1:7:
2
1+2i+1 .
22:%21—1—1

5. 22— (3+4i)z—1+5i=0

Le discriminant vaut

A= (—B+4i)2 —4(—1+5) =9+24i —16 +4 —20i = —3 —4i = (1 —2i)?

Il'y a deux solutions

34+4i—(1—-2i .
21:—+ ! 2( l)=2+3z
34+4i+1-2i
=TT I“ZL Lo+

6. 422 —-22+1=0

Soit on résout «normalementy, soit on ruse, rusons

42 - 2241=0272+7Z+1=0

Avec Z = —2z. Les solutions de Z2 + Z +1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°))

Par conséquent

7. 22 +10224+169 =0
On pose Z = z2,7? +10Z + 169 = 0 a pour discriminant

A =10 —4x169 =10> — (2 x 13)2 = (10 — 26) (10 + 26) = —16 x 36 = —4? x 6> = (24i)>

zlzw:_wﬂzl‘
ZZZ¥:_5_121‘

On cherche z = a + ib tel que
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22 =7, & (a+ib)* = -5+ 12i
& g% — b? 4+ 2iab = —5 + 12i

Sa* - =-5 et 2ab=12 et a*+b*=/(-5)2+122=25+144 = V169 = 13

En faisant la somme de L; et de L3, on trouve que 24> =8 & 4> =4 & g = 42,
En faisant la différence de L3 et de L, on trouve que 2b*> = 18 < b* =9 < b = +3,
D’aprés Ly, a et b sont de méme signe donc z2 = Z; a deux solutions

z1 =243 et zp=-2-3i

On peut résoudre de la méme facon Z, = z% ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a coefficients
réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution, par conséquent
z1 =2 —3i et zp = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une équation de degré 4 , il n'y
en a pas plus, on les a toutes.

22 422244=0

On peut faire comme dans le 7° ), mais rusons :

svarimoe i Einc0w (2) 4 (D) im0 [(2) ] [(2) 7] =0
+

|G Al A== A G
< (Z— \@2) (Z+ ﬁjz) (z—V2j)(z+V2j) =0

Les solutions sont
(V2P ~v2f,v2j, - V2j}

x* —30x2 +289 =0
On pose X = x?

X% — 30X +289 =0
A =307 — 4 x 289 = 900 — 1156 = —256 = —16% = (16i)?

X =005 g
2
X, =15+48i
On cherche x tel que x> =15—-8i =16 —8i — 1 = (4 —i)?
Il'y a donc deux solutions x1 =4 —ietxp = —(4—i) = —4+1i.
De méme on cherche x tel que x> = 15+ 8i = 16+ 8i — 1 = (4 +i)?
Il'y a donc deux solutions x3 =4 +ietxy=—(4+i)=—4—1i.

Les solutions sont

{4—i,—4+i4+i,—4-i}

443 +6x2+4x—15=0

[l faudrait trouver des solutions (réelles ou complexes).
x = 1 est solution évidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s'apercoit que 4
premiers termes ressemblent fort au développement de (x 4+ 1)* = x* 4 4x3 + 6x? 4 4x + 1 donc
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4 3 2 _ 4 _ 4 _
X4’ +6x +4x—-15=0< (x+1)*-1-15=0< (x+1)* =16
lx +1* =24

|(x+1)% =16 -
arg((x +1)*) = arg(16) +2kn, ke Z darg(x+1) =042k, keZ

< e+ 1] =2 S xt+1=2"7
arg(x +1) = %7, ke {0,1,2,3} kT ee

ke{0,1,23) & x=—-1+2e%, ke{0,1,23}
xo=—-1+2="1x = —1+2¢2 = —1+2i;
Xo= 14267 = 1-2= 3x3= 1422 =12

Sont les solutions.

11. 22432 -2i=0
On voit que i est une solution évidente ( cari® 4 3i —2i = 0 ) donc on peut mettre z — i en facteur.

22432 -2i = (z—1) (azz+bz+c) & 23432 —2i = az® + (—ia + b)z* + (—ib+c)z — ic

a=1 a=1
o —ia—l—b:0<:> b=ia=1i
—ib+c=3 c=34+ib=2
—ic = —2i c=2

2243z -2i = (z—1) (zz—i-iz—i-z)

Le discriminant de z> +iz +2 est A = > —4 x 2 = —9 = (3{)?
Il'y a deux solutions
—i—3i ) —i+3i

4 5 1 € z 5 1

Il'y a donc deux solutions, z; =i et zp = —2i.

12.
A=(1+aP1+i)2—4 <1+a2) i= <1+2a+a2) (1+2i —1) — 4i — 4ia®
= 2i + dia + 2ia® — 4i — 4ia® = —2i + 4ia — 2ia® = —2i (1 — 2 +a2)
= (1-i)’(1—-a)* = ((1-i)(1-a))?

(1+a)A+i)—(A-i)(1-a) 1+itatia—(1—a—i+ia)

Z1 = 5 5 =a+i
2 = (1+a)i+i)+(A—-i)(1-a) 1+itatiatl—a—itia 14
2 2
13. A= (1-5i)% —4i(6i —2) =1—25—10i + 24 + 8i = —2i
Il faut trouver & tel que A = 62
Premiere méthode :
—2i = 1—2i—1 = (1 —1i)? c'est une identité remarquable. Donc ; = 1 —i ou d; = —1 + i Deuxiéme

méthode
. . . . ) a2 - =0

On pose 6 = a+ib,A = 6% & —2i = (a+1b)2©—21—a2—b2+21ab@{ oab — —2

On rajoute I'équation |A| = [6%| & | = 2i] = a? + b* & 2 = a® + b?

> - =0

2pp—n " faisant la somme des deux équations, on trouve 24> = 2 < 4% = 1,

Avec le systéme {
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d’ou I'on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont £1 et les valeurs possibles de b sont +1, d'apres
I'équation 2ab = —2 < ab = —1, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe opposé.
Sia=1lalorsb=—-1etd=1—ietsia=—1alorsb=1etd= —1+1i. Ce sont bien les mémes solutions
qu'avec la premiére méthode.

Troisiéme methode .

A=—2i=2" , donc les racines deuxiémes de A sont § = ﬁesﬁTﬂ =2 (Cos (T”) + isin (37”)) =
\@(—% ’\[) —1+ietd= \/563%:1—1'.

Pour résoudre iz> + (1 — 5i)z +6i — 2 = 0, on n'a besoin que d'une racine deuxiéme, on prend, par exemple
o=1-1i

Les deux solutions sont :

- *(1—521‘—(14) _ —224;61' _ —1i+3i: (- 11+<le))( )5

L (=5 e (1-i) 4
2= 2i T2

A= (—(B+i)—4(141)(—6+4i) = (3+1)> —4(—6+4i — 6i — 4)
=9 —1+6i—4(—10—2i) =8+ 6i + 40+ 8i = 48 + 14i

a? —b? =48

On pose & =a+ib, A_(52<:)48+14i_(a+ib)2@48+14i_a2—b2+2iab<:>{ 2ab — 14

On rajoute I'équation

|A| = ]52] |48 + 14i] = a> +0? < 2|24 4+ 7i| = a® + b < a* +0* =2V/242 + 72 & a® - b2
=2576 +49 < 4> + b? = 21625 = 2 x 25 = 50

—b? =48
a® + b* = 50
d’ou I'on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont &7 et les valeurs possibles de b sont £1, d'aprés |'équation
2ab = 14 < ab =7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=7alorsb=1etd=7+ietsia=—7alorsb=—-1letd=—-7—1
Deuxiéme méthode
AN=48+14i=49+2x7i—1= (7+i)®donc 6 =7+ioud=—7—i.

Troisiéme méthode )
212 _ 2 (7\2 _ 2_49 _y 4 _ 40 — 48,2
On reprend le systéme { @ — b7 =48 & { a b(a_ =48 & { R 8 & { a7 =49 = 48a

Avec le systéme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 22> = 98 < 4% = 49,

2ab = 14 z b=1 b=7
4402 a9 _ 2 _ 49 —
{a 45;”_ 749 0 @{ A 48A_ 749 0 , le discriminant de A% —48A —49 = 0 est A’ = 482+
~a ~a
4 x 49 = 2500 = 50 donc ses solutions sont Ay = -0 = 1 et Ay = 850 =49, A; < 0 donc il n'y
a pas de solution de a?> = —1, par contre a> = 49 admet deux solutions a = —7 et a = 7. Si a = —7 alors
b:%:—l etsia:7a|orsb:%:1,on retrouve les mémes solutions.
Les solutions de (1+1)z2 — (3+i)z — 6 +4i = 0 sont :
(B+1i)—(7+1) 4 2 2(1—1) .
2(1+41) 2(1+1) 14 12 +12
o B+i)+(7+i) 104+2i 54i (5+1i)(1—1) _575i+i+1_6—4i_372i
2T 20144 2(1+i) 144 12412 124122
A = (—(9+3i))% — 4(1 4 2i)(—5i + 10) ( (3+41) ) (—5i + 10+ 10 + 20i)
=9(9 — 14 6i) —4(—25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i

= —8—6i
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212 _
On pose 6 = a+ib,A = 6* < —8 — 6i = (a +ib)? & —8 — 6i = a® — b? + 2iab < { “Mf’_ _68
On rajoute I'équation [A| = |6%| & | -8 —6i] = a®> +b? & a> +b* = /(—8)2+ (—6)2 & a*+ P =
V64 436 < a? 4+ b* = /100 = 10

2 _ 12 _ _
Avec le systéme { e 22 _ 108 , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2w =2a2=1,

d’otr I'on tire b? = 9. Les valeurs possibles de a sont 41 et les valeurs possibles de b sont 43, d'aprés |'équation
2ab = —6 < ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe opposé.
Sia=1lalorsb=-3etd=1—-3ietsia=—1alorsb=3etd=—-1+3i

Deuxiéme méthode

X a2 —b?=—8 2 —(3) = -8 2% =-8

On reprend le systéme 2ab — —6 & { b ﬂ: %3 & b “: %3 &

4_g_ g2 4 2 _g_ 2 _9_

a—9 3 Ba e 80 739 0 & AT+ 84 _39 0 le discriminant de A2 +8A -9 =0
est
A =82 +4x9 =100 = 10% donc ses solutions sont A; = _82_10 =-9et Ay = # =1,A, <0 doncil
n'y a pas de solution de a> = —9, par contre 4% = 1 admet deux solutions a = —1 et a = 1.
Sia=—1alors b = _73 =3etsia=1alors b= _73 = —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisiéme méthode
A=-8—-6i=1—-6i—9=(1-3i)>doncé=1—3ietéd=—1+3i
Les solutions de (1 + 2i)z% — (9 + 3i)z — 5i + 10 = 0 sont :

(9+3i)—(1-3i)  8+6i _ 4+3i (4+3i)(1-2) 4-8i+3i+6

= — — — — :2_'
1 2(1 +2i) 2(1+2i)  1+2i 12422 10 !
L _+3)+(-3) 10 _ 5 _5(1-2) .

2T T 201+ 20) T 2(142i) 1+2 12422

= (—(6i+2) ) 4(1+3i)(11i — 23) = (6i +2)% —4(11i — 23 — 33 — 69i) = —36 + 24i+ 4 — 4(—56 —
58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i = 64(3 + 4i)

Si j'ai mis 64 en facteur, c'est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 4 4i, ce qui est
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.

2
On pose 6 = a+ib,A = 6% < 3+4i = (a+ib)? < 3+ 4i = a® — b + 2iab &< uzabb 3
On rajoute I'équation |A| = ‘52| S3+dil=?+ P o+ =VR+ L2 a®+b?=/25=5
2 12
Avec le systéeme { 2 4 Zz _5 en faisant la somme des deux équations, on trouve 2042 =8 < a2 =4, don

I'on tire b> = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d'aprés |'équation
2ab =4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorsb=1etd=2+ietsia=—2alorsb=—-1letd=-2—1

Donc (2 +1)? = 3+ 4i entraine que A = 64(3 +4i) = 82(2+1)? = (8(2+1))? = (16 + 8i)?

Deuxiéme méthode

3+4i =4+4i—1=(2+1)? et on retrouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On reprend le systéme

2ab =4 b= b==2

a

A2 _3A—-4=0

& 2
a

{az—b2:3 {az—(2)2—3 {a2—42:3 {a4—4—3a2 {a4—3a2—4—0
- a = 12 = 92 = 2
~a a

[N

Les solutions de A2 —3A —4 =0sont Ay = —1< 0 et Ay =4, donc a? =4,
Sia:72a|orsb:E—fletalorsd—f271S|a—2a|orsb—f—1eta|ors§—2+1

Les solutions de (1 + 3i)z% — (6i +2)z + 11i — 23 = 0 sont
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C6i+2—(16+8i) —14—2i —7—i (=7—i)(1-3i)) —74+21i—i—3

— — — = = —1 2‘
21 2(1+30) 20043 143 213 10 el
6i+2+ (16 +8i) 18+14i 9+7i (9+7i)(1—3i) 9-27i+7i+21 .
2(1+3i) 2(1+3i) 1+3i 12432 10

Correction de l'exercice 17 A

A= (P 440+ =44 di=1= 2+

Les solutions de Z2 —iZ —1 —i = 0 sont

leﬂzl—ki
2
i—(2+1)
Typ=—" 2 =-1
2 2
Les solutions de 20 — iz3 — 1 — i = 0 vérifient
, 3 3 Al
3 . i |z |—\/§ |z|° =22
=1 =2t & =N
z +i=12e {arg(z3)_”+2k7f, keZ 3arg(z):%+2kn—, keZ

1

|Z|:26
4 Szeq2
{arg(z):fz—i—z’é”, ke{0,1,2} {

Ou
PN 2] =1 - e? =1
arg(z®) = m+2kn, keZ Barg(z) = m+2kn, keZ
N g =1
arg(z) = £+ &7, ke {0,1,2}
Il'y a donc trois solutions
in 3in i Sin _in
zp=e3;, z1=e¢€3 :elﬂ::—l, zpy=e€e3 =¢ 3

Finalement il y a six solutions

Correction de I'exercice 18 A

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, 7). Soient les points A, B et C d'affixes respectives :

, V3 1. V3 1.
a=1, b—_7+§l et C——T—El.

1. La forme trigonométrique d'un nombre complexe z est donnée par
r(cos@ +isinf)
ou r = |z| et § = arg(z) [271].

e Poura=i: |a] =02+ 12 =1. Le point A est sur |'axe des ordonnées positives, donc :

a = cos (g) +isin (;)
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\/3 1. 3 2 2 3
o Pourb:—7+§z:|b|: (—%) —i—(%) = /3 + 1 = 1. On cherche 0, tel quecos@h:—%

et sinf, = %
b = cos o +isin o
B 6 6
1. - A ,
e Pour ¢ = Tl On remarque que ¢ = b. Le module est identique (|c| = 1) et I'argument est

¢ = cos —5—7[ + isin 75—7(
o 6 6

2. Les points A, B et C ont tous un module égal a 1, ils appartiennent donc au cercle trigonométrique de centre
O et de rayon 1.

I'opposé.

3. Calculons d'abord les affixes des vecteurs B? et B—ZX :
3 1; 3 1; :
ec—b= (—%—zz) - (—%%—jz) = —i
ca—b=i— (—?Jr%i) =34l

Calcul du module :

Calcul de I'argument :
arg(z) = arg(c — b) — arg(a — b) [27]

donc
. 3 1.
arg(c — b) = arg(—i) = 7% et arg(a —b) = arg ({ + 21) = %
d'ou
T 3t 0w 47 27
= —-——— — = —— — — = 7——72
arg(z) = =5 =% 6 6 6 3 27

L'équation est :

, V3 1,

|z—i| = 2+ & —5i

On remarque que |'on peut écrire I'égalité comme :

|z —al =|z— b
Ce qui est équivalent a la relation de distance :

AM = BM

L'ensemble des points M est donc la médiatrice du segment [AB].

Correction de l'exercice 19 A

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, ii,7). On donne : a = 2, b = V/2(—1+1i) =

—V2+ivV2etc=2(-1-i)=—V2—iV2
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1. e Pour a=2:Le module est |a] =2. Comme a est un réel positif, son argument est 0 (mod 27).

a =2(cos0+isin0)

e Pour b = —/2+i/2 : Calcul du module : |b| = \/(—\/5)2 4+ (v/2)2 = /2 +2 = /4 = 2. On cherche

cosf = =2
0 tel que : 2 — 0 =37 (mod 2n).
{sin@ = @ v )
3 .. 3
b=2 <COSZ —|—1s1nf>
e Pour ¢ = —/2 —i\/2 : On remarque que ¢ = b. Le module est le méme (|c| = 2) et I'argument est

I'opposé.

c=2(cos (21 s (31

2. Les points A, B et C sont situés sur le cercle de centre O et de rayon 2. A est sur |'axe des réels, B est sur la
deuxiéme bissectrice et C est le symétrique de B par rapport a I'axe des réels.

3. Nature du triangle OAB : On a |a| = OA =2 et |b| = OB = 2. Comme OA = OB, le triangle OAB est
isocéle en O.
Angle orienté (i[,O?) : E est le milieu de [AB]. Dans un triangle isocéle en O, la médiane issue du sommet
principal est aussi la bissectrice de I'angle au sommet. L'angle (ﬁ,O—/i) =0et (ﬁ,(ﬁ) =32 L'angle (L_[,O?)
est la moyenne des deux arguments :

0+ 37
(ﬁ,()?): +24 :3?7[ (mod 27)

4. Calculde e :e= 2t = 2"/52“\6 = 2*2\5 +i§.

Calcul de |e| : Dans le triangle OAE rectangle en E (car la médiane est aussi hauteur), on a : |e|] = OE =
2 2

OA x cos (%”) Cependant, il est plus simple d'utiliser la forme algébrique : |e|? = (2%\/5) + (4) -

74’426*2 +2= 78’iﬁ =2— /2. Doi || = V2 - V2.

5. On sait que e = [e|(cosf, + isinf,) avec 6, = 3Z. Par identification des parties réelles et imaginaires :

o <3n> CRe(e) 2 V22 V22
8 le] V2-v2 2vV2-V2 2
n (3n> Cm(e) V2 V2V2eVE VAr2va V22

8 e[ 2

V2222 2o vaetva) V2 2

Correction de I'exercice 20 A

On cherche un réel x solution de ( Eq1 ) :

2= (143)x =649 =0 & (¥ —x—6) +i(-3x+9) =0

PN x> —x—6=0 xX=—-2oux=23 =3
—3x+9=0 x=3 o

Donc 3 est la solution réelle de ( E; ). On cherche une solution de (E;) de la forme iy avec y € R :
(iy)2 — (1+3) x iy +4+4i =0 —12 —iy+ 3y +4+4i =0
2 — —
—y-+3y+4=0 y=4ouy=-1
‘:}{ —y+4=0 y =4
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Donc 4i est la solution imaginaire pure de ( Ep ).
Pourz € C :

(z—3)(z4+2—-3i) =22 +22—-3iz—32— 649 =2 — (1+3i)z—6+9i
(z—4i)(z—1+i) =22 —z+iz—diz+4i —4i* =2 — (1+3i)z+4+4i
(22—(1+3i)z—6+9i) (zz—(1+3i)z+4+4i> =0

=22 - (1+43)z—6+9 =0o0uz?—(1+3i)z+4+4i=0
= (z—3)(z+2—-3i) =0o0u (z—4i)(z—1+1i) =0
=z=3o0uz=—-24+3iouz=4iouz=1—1

Donc S = {3; -2+ 3i;4i;1 — i}

Onadonczg=1-—1.

2ol = [1—il = VE+ 12 = V2

Z0 = \ﬁ( L_ ﬁ) =42 (—2 — %) donc arg(z) = —7% [ 27t ] a 'aide d'un cercle trigonométrique Finalement

? 2
ZOZﬁe_Tﬂ
Pour n € IN :
M, eDy:xﬁarg(zg):g+k7r<:>nxarg(zo):g+kﬂ@nx (—%) :%+k7r<:)n:—1—

Oronveutquen >0donc —1—-4k>0=4k < -1sk< —% < k < 0 car k est un entier. Donc les solutions
sont {4k — 1;k € N}

7 =22~ (143i)z—6+9i = x' +iy = (x +iy)*> — (1 +3i)(x +iy) —6+9i

R S S _ ‘ X =x2—y? —x+3y—6
= x +iy =x°+2ixy —y- —x —iy — 3ix + 3y 6+9z<:){ Y = 2%y —y —3x +9
par identification des parties réelles et imaginaires.

f(M) € (0;3) ©Re(Z) =0 x =0 -y —x+3y—6=0
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