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Ces notes sont en cours d'élaboration. Si vous avez la moindre question ou remarque ne pas hésiter
a contacter par mail : a.gere@istom. fr.

Résumé

Les nombres complexes forment une extension de |'ensemble des nombres réels. Ils permettent notamment
de définir des solutions a toutes les équations polynomiales a coefficients réels. Les nombres complexes furent
introduits au XVle siécle par les mathématiciens italiens Jéréme Cardan, Raphaél Bombelli, Nicolo Fontana, dit
Tartaglia, et Ludovico Ferrari afin d’exprimer les solutions des équations du troisiéme degré en toute généralité par
les formules de Cardan, en utilisant notamment des nombres de carré négatif, ainsi que les solutions des équations
du quatrieme degré (méthode de Ferrari).

Nous présenterons dans ce cours les outils fondamentaux pour travailler avec les nombres complexes, les
différtentes écritures, la représentation graphique, et un lien avec la trigonométrie.
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1 Ensemble des nombres complexes

1.1 Forme algébrique

L'équation
=1

n'a pas de solution réelle. On introduit alors de nouveaux nombres appelés nombres complexes de facon que cette
équation admette deux solutions, notées i et—i.

Définition 1 (Ensemble C).
L'ensemble des nombres complexes est noté C tel que

C= {z:x+iy, avec (x,y) G]RZ}

Ce nouvel ensemble peut donc nous étre utile pour décrire des éléments géométrique a deux dimensions. En particulier
tout point du plan, ou encore tout vecteur de IR?, a un nombre complexe qui lui est associé.

Définition 2 (Forme Algébrique).
Pour tout z € C, on a alors
z=x+1y

ot (x,y) € R? . C'est la forme algébrique du nombre complexe z.

iR
. x + iy
A )
i |
0 1 x R

On identifiera 1 avec le vecteur (1,0) de IR?, et i avec le vecteur (0,1).

Remarque.
m Le réel x est appelée partie réelle de z et est notée Re(z).

» Le réel y est appelée partie imaginaire de z et est notée Im(z)

n Si Im(z) =0, c'est a dire si y = 0, alors z = x est situé sur I'axe des abscisses, que I'on identifie & R. Dans
ce cas on dira que z est réel.
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» Si Re(z) =0, c'est a dire si x = 0, alors z = iy est situé sur |'axe des ordonnées, que |'on identifie a /R. Dans
ce cas on dira que z est imaginaire pur.

» Si y # 0, z est dit imaginaire.

Exemple 1.
Mettre sous la forme algébrique les nombres complexes suivant :

L3614 S yo 2450 2-5i
VU340 2 2 ' ST 1= 1+
On a pour z7,
, 346 (3+6)(3+4i) 9+12i+18i-24 -15430i _ 3 6,
YT T4 YT TR (—ar 25 - 25 5

. ) .3 S 6 R
donc la partie réelle de z; est égale a —5 et sa partie imaginaire vaut 5 De la méme facon a pour z; :
(1 2 A+)QRED)\ (24i+2i—-1\*  (143i\* 1+6i—9 _ 8.6,
27 \2—=i) "\ 24(—12 ) "\ 24(-12 ) "\ 5 - 25~ 2525
On peut obtenir ce résultat par un autre chemin, par exemple

(LN (P 14201 20 2i(3+4) _6i-8_ 8 6,
2= \2=i (2—i)2 4—-4i—1 3—4 3R4+(—42 25 25 25

Et enfin pour z3 on obtient

L2450 2-50  (245)(1+i)+(2-5)(1—i) 2+20+5-5+2-2-5-5_ 6 _ ,
T 1=i T 1+ (1—0)(1+1) B 1272 -2
Remarque.

Nous avons utilisé dans I'exemple ci-dessus |'identité remarquable suivante
a*—b* = (a+b)(a—Db)

Nous rappellons ici ces identités remarquables. Elles sont des égalités qui permettent de développer ou de factoriser
facilement une expression. Les plus classiques sont celles de degré 2, valables pour tous 4,b € R.

(a+b)? = a®+2ab + 1?
(a—b)? =a®—2ab+1?
(a+Db)(a—b)=a>— b
On utilise aussi régulierement celles de degré 3 :
(a+b)® = a® 4 34%b + 3ab?® + b°
(a —b)® = a® — 3a°b + 3ab* — b°
2 — b= (a—b) <a2+ab+b2)
Plus généralement, les deux premiéres formules se généralisent aux puissances n-iéme avec la formule du bindme de
Newton
(a+b)" = i L S L e D (R P
= \k 1 n—1 '

Le coefficient (n

k) est appelé coefficient binomial. C'est le nombre de parties a k éléments dans un

. 4
ensemble 3 n éléments. Par exemple, dans un ensemble a 4 éléments {a,b,c,d}, il y a (2) =6

parties 3 deux éléments, a savoir : {a,b},{a,c}, {a,d},{b,c}, {b,d}, {c,d}.


https://youtu.be/6JGrHD5nAoc?feature=shared
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1.2 Interprétation géométrique
Soit (x,y) € R?. A chaque nombre complexe z = x + iy , on associe le point M du plan complexe (x,v).
. Le point M est appelée I'image de z et est noté M (z)

. Le nombre complexe z est appelée I'affixe de M.

—
. Soient M (z) et M’ ('), on appelle affixe du vecteur MM’ le nombre complexe z' — z.

Exemple 2.
Les points A(1,2), B(5,7) et C(6,3) sont reprsentés ci-dessous.

B(4 + 5i)
Sp-=----mmmm - ]
l
N i: 777777 ‘.C(6+3l)
A(1+2i) !
2---+ l l
1 4 6

1.3 Opérations

L'ensemble C, ensemble des nombres complexes, posséde les opérations usuelles, i.e. I'addition et la multiplication,
qui ont les mémes propriétés que dans IR.

Siz=x+1iyetz =x'+iy sont deux nombres complexes, alors on définit les opérations suivantes :

= Addition :
(x+iy)+ (' +iy) = (x+x)+ily+y)

iR

= Multiplication :
(x +iy) x (¥ +iy') = (xx' = yy') +i(xy’ +yx').

On développe en suivant les régles de la multiplication usuelle avec la convention i = —1.
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Exemple 3.
Soient deux points du plan A(1, —2) et B(—1,3). Les affixes des points A et B sont respectivement

za=1—2i e 2zp=-—1+3i

On peut associer aux vecteurs (ﬁ et (ﬁ les méme affixes que les point A et B. Le vecteur (ﬁ + (ﬁ a donc pour
coordonnées (1 —1,—2+43) = (0,1). Son affixe est donc z = 0+1i. En effet on a

z=zp4+zp=(1-2i)+(-143i) =0+i=1.
On peut également calculer z4zg. On trouve

ZAZB = (1 —21) (—1+3l)
= —1+43i+2i— 6

ZpAZB = 5+5i
1.4 Conjugué et module
Définition 3 (Conjugué).
Soit
z=x+1y

avec (x,y) € R%. On appelle conjugué de z, le nombre complexe

zZ=x—1y.

P,
IN]

Remarque.
Le point M’ (Z) est le symétrique du point M (z) par rapport a I'axe des abscisses.

Exemple 4.

On donne z =3 +iv/3 et 2/ = —1 + 2i. Nous allons écrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
Z1 =z—7 et Zp=2z2-2Z

On écrit

2=z2—-2 =3+V3i—(—1-2i)=3+3i+14+2i =4+ (V/3+2)i
n=zz=(3+iV3) (3-iV3) =32+ (V3P =12

Proposition 1.
Soient z et z' deux nombres complexes. Alors :
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RzZ=2 m z = —Z <=> z est un imaginaire pur

s Re(z) = Re(2) wzt+z =z+7

w Im(z) = —Im (2) nz =27

_ , 71\ 1
.Re(z):Z;Z -SIZ#O,a/ors(Z>—Z
_z . z z
-Im(z)zzzl,Z w Siz' #0, alors (?):j
mz=z<=z€R » Pour toutn € Z, z" = (z)"
Remarque.

Soient z et z’ deux nombres complexes exprimés sous forme algébrique, avec z’ # 0 .
Pour déterminer la forme algébrique du quotient

z
?/
il faut multiplier le numérateur et le dénominateur par z’. Cela donne :

z  z-7Z

z' gl

Cette méthode permet que le dénominateur z’ - z/ soit un réel.

Exemple 5.
Mettre sous la forme algébrique les nombres complexes suivant :

1 1421
(1+42i)(3 —1) N

Z1 =

On a pour z1

L 1 B 1 S SN ORI NS SUNE ) SR N O
' (+2)3—i) 3-i+6i+2 5+5 5 1+i 5 12412 10 10
et pour zp
b 120 (1+2i)(1+2i) (1+2i)2_1+4i—4__§+§i
T 1-2i  12+(-2? 5 5  5'5

Définition 4 (Module).
Soit
z=x+1y

avec (x,y) € R%. On appelle module de z, le réel positif, noté |z|, défini par :

2| = /x> + 2

z=x+1y




Remarque.
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Pour un point M (z), le le module de z représente la distance OM

M(z)
A =7
7 |
- I
T
7 7] 1
|
1
0 X
Proposition 2.
Soient z et z' deux nombres réels. Alors :
2| =0<=2z=0 . _1
- z |z]
» [2] = [z
s [Re(z)] < |z a Siz #0 alors E/ :||Z/|
. |Im(2)] < | @1k
w |z-2 | =z| - || w Sizl #£0alorsVn e Z,|2"| = |z|"

Théoréme 1 (Inégalité triangulaire).
Soient z et z' deux nombres réels. Alors :

2+ 2] < fz[+[Z]

Exemple 6.

_ - ~ /
-7 -7 4
M(z) [ .- /
- ’
/ - - //
2+2] /
// 4
// /
- 1t ’
- M'(Z")
o/~
Calculer les modules des nombres complexes suivants :
3.z3=—-1-5i

1. 2y =1+2i

La réponse est
z1] = V12422 =5

2. 22:2*31'

La réponse est

|za] = /22 + (=3)2 = V13

La réponse est

23 = 4/ (=1)2+ (-5)* = V26
4. Z4 = 3

La réponse est

|24] = V32 =3
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5. z5 = —6 valeur absolue, d'ou la notation.
La réponse est 6. 25 = 8i
|Z5| — (—6)2 -6 La réponse est
Pour un nombre réel, le module coincide avec la |z6] = V82 =38
Exemple 7.

Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales égale la somme des carrés des cotés.

Si les longueurs des cotés sont notées L et ¢ et les longueurs des diagonales sont D et d alors il s’agit de montrer
I'égalité

D? +d% =202 + 212

Cela devient simple si I'on considére que notre parallélogramme a pour sommets 0, z, z’ et le dernier sommet est
donc z 4 Z'. La longueur du grand c6té est ici |z|, celle du petit c6té est |z’|. La longueur de la grande diagonale est
|z 4 Z/|. Enfin il faut se convaincre que la longueur de la petite diagonale est |z —Z/|.

D2+ d? =z 42"+ |z -2 =(z+2)(z+2)+(z—2) (z—72)
=zzZ+zZ +72+77 42227 — 2477
=222 4+ 27'7 = 2|z + 2|7

=20% + 217

2 Argument et Trigonométrie

2.1 Rappels de trigonométrie

Voici le cercle trigonométrique (de rayon 1), le sens de lecture est I'inverse du sens des aiguilles d'une montre. Les
angles remarquables sont marqués de 0 a 277 (en radian) et de 0° a 360°. Les coordonnées des points correspondant
a ces angles sont aussi indiquées. On lit la valeur du cosinus sur I'axe des abscisses et celle du sinus sur I'axe des
ordonnées.

La fonction cosinus est périodique de période 27t et elle paire (donc symétrique par rapport a |'axe des ordonnées).
La fonction sinus est aussi périodique de période de 27t mais elle impaire (donc symétrique par rapport a I'origine).

Voici un zoom sur l'intervalle [—7t, 71].



Pour tout x n'appartenant pas a

la fonction tangente est définie par
sin x
Cos x

La fonction x — tan x est périodique de période 71, c'est une fonction impaire.

9-50
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Formulaire

Voici un lien d'une vidéo présentant un moyen simple de retenir l'intégralité du formulaire de
trigonométrie. La premiére relation fondamentale est

cos?(a) +sin®(a) = 1

Les formules d’additions

=2cos?(a)—1 = 1—2sin’a
cos(a+b) = cos(a) - cos(b) — sin(a) - sin(b) cos(2a) =2cos*(a) =1 = 1-2

_ 2 i 2
sin(a + b) = sin(a) - cos(b) + sin(b) - cos(a) = cos a—sina
) tan(a) + tan(b) sin(2a) = 2sin(a) - cos(a)
t =
an(a +b) 1 —tan(a) - tan(b) tan(2a) = _2tan(a)
1 — tan2(a)
Il est bon de connaitre par coeur les formules de duplica-
tions ci-contre (faire 4 = b dans les formules d'additions).
Les formules de linéarisation : Les formules de factorisation :

cos(p) + cos(g) = 2cos <Pz+q> . COS <Pz_‘7>
cos(p) — cos(q) = —2sin (”2“7) sin (PZ—Q
sin(p) + sin(q) = 2sin (”J’q q

)
sin(p) — sin(g) = 2sin (pq) - €os (

cos(a) - cos(b) = = (cos(a + b) + cos(a — b))

sin(a) - sin(b) = = (cos(a — b) — cos(a + b))

+ COS

N

sin(a) - cos(b) = = (sin(a+b) +sin(a — b))

NI~ NI~ DN =

10 - 50
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2.2 Argument

Définition 5 (Argument).
Soit z un nombre complexe non nul. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O; 7; 7) on appelle

—
argument de z, noté arg (z), une mesure de I'angle (7, OM) ol M est I'image de z.

Sy
\
\
\
\
\
\
\
\
.—/\
S
oQ
o
N
N—

L'argument d'un nombre complexe est défini a un multiple de 27t prés. Autrement dit, 6 et ¢ sont deux arguments
d'un meme nombre complexe non nul si et seulement si @ — ¢ = 2k avec k € Z.

Si on considére deux points M et M’ respectivement d'affixe z et z/, alors
arg (z/ —z) = (7,W) [27].
Proposition 3.
L'argument satisfait les propriétés suivantes :
» arg (zZ') = arg(z) + arg (') [27]
» arg (z") = narg(z) (27|
w arg (1/z) = —arg(z) [27]
(

» arg(z) = —argz [271]
Exemple 8.
On donne 6 un réel tel que
2 1
cos(By) = —= et sin(fp) = —=.

V5 V5

Calculer le module et I'argument de chacun des nombres complexes suivants, en fonction de 6.

0= 3i2+i)(4+20)(14i) et b= W
On débute par calculer le module de a.
la| = |3i(241)(4+2i) (14 1)
= |3i] x [2+1i| x |44 2i] x |1+ ]
=3x V22412 x /42422 x /12412
la| = 30v2

I'argument de a

arg(a) = arg (31'(2 +1i)(442i)(1+ z))

= arg(3i) + arg(2 + i) + arg(4 + 2i) + arg(1 + i) + 2k
= arg(3i) + arg(2 +1i) + arg(2) +arg(2 +i) +arg(1 +1i) + 2kn

11 -50
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1+i 241

Donc
arg(a) = ; +arg(2+i) +arg(2(2+1)) + g + 2krt
= %T +arg(2+1i) +arg(2) + arg(2 + i) + 2km
= %T +2arg(2 +1i) + 2k
Soit 0 un argument de 2+, on a alors
cos() = \/222? = \55 et sin(f) = \/zzlﬁ = \}5

donc cos(f) = cos (6p) et sin(f) = sin (6y), on en déduit que 6 = 6y + 2k7r. On peut donc écrire
arg(a) = %T + 260 + 2kt

Calculons a présent le module de b

o] =

Ecole
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(4420)(=1+i)|  |4+2i] x| —1+i]  2x[24ix+/(-1)2+12 _ 2xV/5xvV2 2V2

(2—1)3i 2= x 3] V224 (—1)2 %3 V5 %3
et I'argument de b
arg(b) = arg(4 + 2i) + arg(—1+1i) — arg(2 — i) — arg(37) + 2kt

= arg(2) +arg(2+1i) +arg(—1+1i) — arg(2 — i) — arg(37) + 2k

3i
—1+i 241
2
O
2—1

Donc

3
arg(b) = 60+ - — (~09) — 7 + 2k

=g+290+2k7{

12 - 50

3
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2.3 Forme trigonométrique

Soit z un nombre complexe non nul, tel que z = x + iy avec (x,y) € R2. Posons
r=|z| et 6 unargument dez

on a alors : Il 'y a une figure a faire ici :)

iR

On a donc
x=rcos(f) et y=rsin(H)

La forme trigonométrique de z s'écrit
z =r(cos (8) +isin (0))

Définition 6.
Soit z un nombre complexe non nul. Si ¥ = |z| et 8 un argument de z, alors la forme trigonométrique de z s'écrit

z =r(cos () +isin(0))

Exemple 9.
Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

21=3+3i et zp=-1-iV/3

On a
z1 =3(1+i) donc |z1| =3[1+i| =3x V124+12=3V2

Si on ne met pas 3 en facteur

z1] = V32 +32=v9+9=1+18= 32 x2=3V2

C'est moins simple.
On appelle 07 un argument de z;

sy 3L _ VI ey 3 1 V2
Y732 V22 VT3 AT V2 2
Donc -
d'on

21 =3V (cos () + isin (X))

Autre méthode, on met le module en facteur.
3[(\[ \[>—3\[<\f+ f) =3ﬂ(cos(g)+isin(g>)

22l = (-1 + (- V32 = Vi=2

On a

13- 50
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Soit 6, un argument de z;, on écrit

1
cos (67) = -5 et sin (6) = —

SIS

Donc 6, = %” + 2k, avec k € Z, d'ou

es(on () ()

Autre méthode, on met le module en facteur

2.4 Forme exponentielle

Définition 7.
Soit z un nombre complexe non nul. Si 7 = |z| et 6 un argument de z, alors la forme exponentielle de z s'écrit

zZ=re

Remarque.
On peut écrire a notre convenance ¢ ou exp (if). Les deux notations indiquent I'exponentielle.

Proposition 4.
Pour tout (6,0') € R? on a

a lOH0) — i it _ip 1 « Vne N, (eie)" — pind

Remarque.
En utilisant la forme exponentielle d’'un nombre complexe et les propriétés précédentes, on peut écrire pour z et z’,
deux nombres complexes non nuls tels que

: il
z=re? et zZ =7
les relations suivantes
. / e 7 .
wzZ =717 el0+e) _1:1,671’9 . = = . i(0-0")
z r -4 r’

Exemple 10.
Soit z = /3 + 3i, écrit z° sous forme algébrique. On peut calculer le module de z,

2| = (\@)2+32: V12 =23

ainsi qu'un argument de z,

cos(G):%:%
sin (6) = 335 =

donc 0 = 7 [27t]. On en déduit alors la forme exponentielle de z,

z = 2\f3ei%
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D'ou

Finalement on a z0 = 1728

Exemple 11.
Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme exponentielle.

. N\ 3 .
21=1+Z- ZZ:(1+Z> z3=(1+iV3)*  z=(1+iV3)°+(1-iV3)° 25—1+1ﬁ

1—1 1—1

On a
L) 1421
17722 T 2 -

zp = L)’ _ i2)° _
2= 75) =(€2) =e

4
z3 = (1+iV3)* = (2 (; +i?>> =2 (ei%)4 — 165"

de la méme facon

Pour z3 on écrit

Il est nécessaire de travailler un peu plus pour z4

zp=(1+iV3)° + (1-iV3

~
a1

=32 (e¥ e*SiTn) = 32 x 2cos <57T)

Pour z5 deux méthodes s'offrent a nous. Premiére méthode,

o148 (1+iVB)(VB—i) _ VB-it3i+V3 _2V3+2i V3
T Va+i (VBr+1z 1 T4 2

et seconde méthode

NI—

C14iv3 2(3+iR) T
25—\@_'_1._2(@_’_%,) ol

~

2.5 Formules d’'Euler et de Moivre

Soit 8 € R, on rappelle que

¥ = cos (6) +isin(6) et e % = cos (9) —isin (0)

15 - 50
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Définition 8 (Formules d'Euler).
Pour tout 8 € R on a " ” ” ”
i —i 0 —i
cos (6) = % et sin(f) = e e

Définition 9 (Formule de Moivre).
Pourtout 0 € R, n € Z, on a

RN ,
(619) :ezne

(cos (0) +isin ()" = cos (nf) + isin (nd)

Ainsi

Remarques.

» La formule de Moivre permet, en développant (cos (0) +isin (6))", d'exprimer cos (n6) et sin (n) en
fonction de puissances cos (6) et cos (6) .

= Les formules d’Euler permettent de linéariser cos” (6) et sin” (6), c'est a dire de les exprimer linéairement en
fonction de cos (kf) et sin (kf) avec (0 < k < n).

Exemple 12.
Exprimer cos (36) en fonction de cos (6) et de sin (0) .

On rappelle que
cos (30) = Re ((cos (0) +isin (9))3)
Il vient alors que :
(cos (8) +isin (0))% = cos® (8) + 3 cos? (8) x isin (8) + 3 cos (8) x (isin (8))* + (isin (0))
)

= cos® (0) + 3 cos? () x isin (8) 4 3cos () x i2sin” (#) + i° sin® ()

(cos (8) +isin (0))® = cos® (8) + 3i cos? (6) sin (8) — 3 cos (8) sin? () — i sin® (8)
Or cos (30) = Re ((COS (0) + isin (9))3) D'ou

cos (30) = cos® (#) — 3cos (8) sin® (9)

Exemple 13.
Linéariser sin® () en fonction de cos (8) et de sin () . Il vient alors que :

0 _ ,—if\ 3
3. [€¥—e
sin” (0) = (21, )

(eie _ e—i9)3
@)
_ 1 (319 320,10 | 340,210 _ 731‘9>
81

_ (3319 3¢l 4 3o 673i9>
( 3i0 _ ,—3i0 _ ( —if ie))
e e
sin® () = f@ (2isin (30) — 3 (2isin (0)))
D'ol

sin’ (6) = — sin (36) + 5 sin (6)
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3 Racines nieme d’'un nombre complexe

3.1 Cas général

Définition 10.
Soit n € IN*, et a un nombre complexe non nul. On appelle racine niéme de a, tout nombre complexe z solution
de I'équation

Z" =a.
Théoréme 2.
Soit n € IN* et a un nombre complexe non nul tel que

a = re'?

our >0 et e [0;27]. Le nombre complexe a admet n racines niémes distinctes définies par

e 07 o (127

ouke{0;1;2;...;,n—1}.

Remarque.
En effet on a

2" =g < 2" = re?
ez = Vre®
ez = r Vel
=z = {/re/n
De plus on sait que deux nombres complexes ont le méme argument a un multiple de 27T preés.

Exemple 14.
Calculons les racines cubiques de @ = 8i. Nous allons commencer par donner la forme exponentielle de a. Nous avons
directement
. ] T
a=2_8i=8¢2
Les racines cubiques de a sont les solutions de |'équation

zZ- =4da.

re— 7 exp <l, <9+2k7r>>

n

Ces solutions sont

avec k € {0;1;2}, 60 = 7, r = 8 et n = 3. Ce qui permet d'écrire

Z +2k
zp = V8 exp (i <2+371>)

(T 2k
Zk=2exp 1 g‘f—T

avec toujours k € {0;1;2}, car ici n = 3. Nous en déduisons alors que

ou encore
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Les racines cubiques de a = 8i sont

sz{\@+z‘; VB —21'}

3.2 Interprétation géométrique

Soient n € IN, n > 2, a un nombre complexe non nul et pour k appartenant a {0;1;2;...;1n— 1} on note
[0+ 2k
)

On considére, dans le plan complexe muni d'un repére d’origine O, les points Aj d'affixe z;. On a,

o 1122 | - v

OA, = {r

les racines niémes complexes de a.

|zk| =

Ce qui permet d'écrire,

De plus Yk € {0;1;2;...;n — 1},

(042(k+1)7 (642(k+1)7 . okt om
Zk41 _ {’/1731( n ) _ el( n ) _ gl(%) .gl(%) .51(27) _ ei(277'[)
Zk {‘/;ei(9+§kn) ei(9+£k7i) el(%) el(ZI;TH)

Pour passer du point d'afixe z; a z, 1 sur le cercle de centre O et de rayon {/7, il suffit d'effectuer une rotation

. 21 . _
d'angle — dans le sens trigonométrique.
n

On peut alors introduire le théoréme suivant.

Théoréme 3.
Soient

m 1 un entier naturel srtrictement supérieur a 2,
» a = re’ un nombre complexe non nul,
= ¢ le cercle de centre O et de rayon {/r.

Les images des n racines niémes de a sont les n sommets d’un polygone régulier inscrit dans le cercle € .

Remarque.
Si n =2, les images des deux racines carrées de a sont diamétralement opposées sur le cercle €.

Exemple 15. ‘
On prend a = 1, on obtient alors les 1 racines n-iémes de I'unité 257/ | {0,...,n—1}.
j = e2im/3 i i pint/3
0 1=2¢0 —1=¢T
0 1
j2 — pdin/3 e—in/3
Racine 3-iéme de I'unité (a =1, n = 3) Racine 3-iéme de —1 (a = —1, n = 3)

3.3 Racines n-iémes de l'unité

18 - 50
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Définition 11.
Soit n € IN*. On appelle racine n-iéme de I'unité toute racine niéme de 1.
Théoréme 4.
Soit n € IN, 1 admet n racines n-iémes distinctes définies par
j 2k
wk = e n
ook €{0;1;2;...;n}.
Exemple 16.
Les deux racines carrées de |'unité sont définies par
j 2k
wp=¢€ 2
ou k € {0;1}. Ainsi :
:2x0 :2x1 ;
wp=¢e"7 = =1; wy=e" 7 =eT=-1.
Exemple 17.
Les racines cubiques de |'unité sont définies par
- 2k
wp=¢"3
ou k € {0;1;2}. Ainsi :
2x0 2x1 2 . 2x2 47 . -
w(]:ngn:eozl; wy = ¢ Sn:elT":]; wy = ¢ Sn:el;:ﬁ:]

Proposition 5.
Soitn € N, n > 2, la somme des n racines n-iémes de ['unité est nulle.

Exemple 18.
Les racines cinquiéme de I'unité sont définies par
j2km
wp=¢€ 5
ou k € {0;1;2;3;4}. Graphiquement on a :
i p2im/5

i /5 %

Les racines 5-iéme de I'unité (¢ = 1, n = 5) forment un pentagone régulier.

681'7(/5

4 Racines carrées d’'un nombre complexe et équations du second degré

4.1 Calcul des racines carrées

19 - 50
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Définition 12.
Tout nombre complexe Z non nul admet deux racines carrées opposées.

Nous allons déterminer de maniére algébrique les racines carrées d'un nombre complexe. Posons

Z=a+ib
avec (a,b) € R?. On cherche
z=x+1y
ol (x,y) € R? tel que
=7

On a
22 = (x + iy)? = x% + 2ixy + i%y? = x® — y* + 2ixy
On peut alors écrire

2_ .2
2 X —y-=a
Z=Z { 2xy =10
De plus |22| = |z|* = |Z| permet d'écrire
2= |2 s R4 = VAT
On a donc
2—1P=a
?=Ze={ 2+ =VaiZ+1?
2xy ="

Exemple 19.
Déterminons les racines carrées de

Z=3—4.
On pose z = x + iy avec (x,y) € R? tel que

2 _
=27

Ainsi z2 = x% — y? + 2ixy, de plus |2?| = |z|> = |Z|. On obtient le systéme suivant

x2 _ ]/2 =3

2=Z{ P2+y2=5
y
2xy = —4

x2—y?=3
<:>{ 2y +x2 -y =5+3

Xy = —
x2_y2:3
—={ 22 =38
xy = —2
xz_y2:3
= x2=4
xy = —2
4—y2:
= x2=4
xy = —2

y =
—{ 2=

2 =7 = X = ou x= -2
xy = —2
Les deux racines carrées de Z sont alors z1 = —2+ietzp =2 —1

20 - 50
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Exemple 20.

N—

et sin (%)

) 1+i . T
Calculer les racines carrées de Z = ——. En déduire les valeurs de cos (g

V2

On pose z = x + iy avec (x,y) € R? tel que
2
z-=Z

Ainsi 22 = x2 — y? + 2ixy, de plus |z2| = |z|*> = |Z|. On peut alors écrire

xz_yz_izﬁ
2 2
22=Z<:> x2+y2:1
ey~ L V2
Y 2 5
2x2:l+£
2
= 2}/2:1_?
e V2
¥=73
2 2+V2
o
4
=7 2 _2-V2
¥="3
o V2
¥=73

V2442 V2-V2

Les valeurs possibles de X sont + et les valeurs possibles de y sont + , d'aprés I'équation

2 2
2
xy = ——, on en déduit que xy > 0 et que donc x et y sont de méme signe.
2 2 Z
-Six:%alorsy: 2V2 o
2+V2 . V2-V2
Z1 = +1
2 2
-Six:—iﬂ;”/ialorsy:— 2V2 o
__Yarv2 V2-\2
B 2 2
D’autre part
2 V2 %

admet deux solutions
z —ei%—cos(ﬂ>+isin<n) et 74 = —e'8 = Cos(n) isin(n)
3 8 8 4 8 8

Comme - -
cos (§> >0 et sin (§> >0

on a

cos(g)—i-isin(g):\/Z;ﬁ+i\/2_ﬁ<:> COS(

2
sin (

®[x ooy

N
ik
S

21-50



4.2 Application a la résolution des équations du second degré dans C

Proposition 6.
L'équation du second degré
az’? +bz+c=0

avec a,b,c € C et a # 0, posséde deux solutions z1,z; € C. Soit
A = b? — 4ac

le discriminant et § € C tel que
A =&

Alors les solutions sont

et Zy =

Démonstration. On écrit la factorisation

azz+bz+c:a(zz+bz+c>
a’ a
I R A
o 2a 402  a
=a z~|—£ Z—A
o 2a 442
b\> &
=a (Z+2[l> —@
=a z+£ _2 z—i—k +i
- 2a 2a 2a 2a
_(,_cbHeN (b=
o 2a 2a

Donc le polynéme s'annule si et seulement si z = z; ou z = 2».

Exemple 21.
Nous allon résoudre dans C |'équation

222 — (1+5i)z—2(1—i) =0

On a
A=(1+5)%—4x2x(=2(1—1i)) =1+10i —25+16 — 16i = —8 — 6i.
D'ou
x2_y2:_8
0= —8—6i =1 2412 =/(—8)2+(—6)
2xy = —6
x27y2278
= 2+y?=10
xy = -3
x> = -8+
= +y?=10
xy = -3
x2:—8+y2
= 8+y2+y*=10
xy = -3

22 -50
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x? = -8+ y2
P =-8-6i{ y2=9
xy = -3
x> =-8+9
< =
xy = —3
¥2=1
< =9
xy = -3
x=1 ou x=-1
=-8—-6i<=<{ y=3 ou y=-3
xy = -3
Les deux racines carrées de A sont alors
01=1-3i et & =—-1+3i
Les solutions de I'équation sont donc :
b 1+5i+61 1+56i+1-3i 1+i ot 2 — 14+5i—6;  1+5i—(1-23i) _ i
YTy T 4 T2 2T 4 -

5 Exercices

Vous pouvez continuer 3 vous exercer sur votre espace jai20enmaths,
o QO oll vous y retrouverez des notions de cours ainsi que des exercices

corrigés. Si vous remarquez une erreur ou avez une suggestion pour

.’
Jlm m que cet espace de travail soit plus agréable a utiliser, ne surtout pas

hésiter 3 me le signaler par mail 3 a.gere@istom.fr.

Exercice 1 Forme algébrique - Somme et produits

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1. zy=(2+5i)+ (i+3) 3. z3 = (2—1)(3+8i) 5. z5 = i(1—3i)?

2. zp = 4(—2+43i) +3(—5—8i) 4. z4 = (1—i)(1+1) 6. z6 = (1+1i)3
Indication ¥ Correction ¥ [14.0121]
Exercice 2

Mettre sous la forme algébrique a + ib avec a,b € R les nombres complexes suivants

L, _ 36 4 5, 5t2 R
S YT T T 103
3
1+i)? 1. V3
L B.zs=|—=+iv> 8. zg = : .
2.2 (2_1-) > ( 2772 BT 0 +20)(B—1)
. -\ 9 .
2450, 5 6 2 — (LT0) 1426
PBET o T ey R

23 -50
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Correction ¥ [14.0038]
Exercice 3
Mettre sous la forme a +ib (a,b € R) les nombres
3+6i  (1+i\* 3+6i = 2+45i 2-5i
3—4i ' 2—1 3—4i 7 1—i 141
Indication ¥ Correction ¥ [14.0019]
Exercice 4
Ecrire sous la forme a + ib les nombres complexes suivants :
1. Nombre de module 2 et d'argument /3.
2. Nombre de module 3 et d'argument —7r/8.
Indication ¥ Correction ¥ [14.0020]

Exercice 5

Effectuer les calculs suivants :

1. (3+2i)(1—3i).

2. Produit du nombre complexe de module 2 et d'argument 77/3 par le nombre complexe de module 3 et d'argu-
ment —577/6.
3+4+2i
1-3i

4. Quotient du nombre complexe de module 2 et d'argument 71/3 par le nombre complexe de module 3 et
d'argument —571/6.

Correction ¥ [14.0021]
Exercice 6
: V6 —iV2 . o , u
Calculer le module et I'argument de u = — et v =1 —i. En déduire le module et I'argument de w = —.
v
Indication ¥ Correction ¥ [14.0023]
Exercice 7
) 2 . 1 . )
On donne 6y un réel tel que cos (6p) = —= et sin (6p) = —~=. Calculer, en fonction de 6, le module et I'argument

V5 V5

des nombres complexes
(44+2i)(—1+1)

=32 N@E+2) (1) et b=

Correction ¥ [14.0037]

Exercice 8

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants
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. 5
1. z; = 2¢°3 6. z¢ = (Ze’%) (36%)
yis
2. 75 = V/2¢'8 ,
) 26%
3. 23 =3¢ % 7.oz7= Py
4. 74 = (27 (e °F n
- Za =\ ) (e ) 8. zg, le nombre de module 2 et d'argument 3
ZeiT” T
5 z5 = e 9. zg le nombre de module 3 et d'argument ry
Correction ¥ [14.0039]
Exercice 9

Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme exponentielle.

12y = it 4. z4 = (1+iV3)° + (1 —iV3)°

1—i
3 5 . 1+iV3
- 45 = .
2. 22=<1+l> V3+i

1—i
V6 —iv2
3. z3 = (1+iV3)! 0 %= %

Correction ¥ [14.0045]

Exercice 10

Effectuer les calculs suivants :
1. (342i)(1—3i)

. ) 7T )
2. Produit du nombre complexe de module 2 et d"argument 3 par le nombre complexe de module 3 et d'argument
51
o

. , 7T '
3. Quotient du nombre complexe de modulo 2 et d'argument 3 par le nombre complexe de module 3 et d'argument
51
o

Correction ¥ [14.0041]

Exercice 11

Linéariser les expressions suivantes.

1. A(x) = cos?(x) 5. E(x) = cos?(x) sin?(x) 9. I(x) = cos?(x) sin®(x)
2. B(x) = sin’(x) 6. F(x) = cos(x) sin’(x) 10. J(x) = cos(x) sin*(x)
3. C(x) = cos*(x) 7. G(x) = cos?(x) sin(x)
4. D(x) = sin*(x) 8. H(x) = cos®(x) sin?(x)
Correction ¥ [14.00891]
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Exercice 12
Soitu=1+ietv=—1+iV/3.
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.
4. Déterminer le module et un argument de %.
5 57
. En déduire | [ d —— ) etsin| ——
5. En déduire les valeurs ecos( 12> e sm< 12)
Correction ¥ [14.0043]
Exercice 13
Etablir les égalités suivantes :
.. 1—1iv3 . 5 .. (5
1. (COS (;) +isin (;)) < 21f> (141) =2 <COS <8:> +isin <874I>)
7T 7T 137 137
2 40 e () #19m () 50 =2 (o (55 (2
(1—1) (cos z +isin G (V3 —1) V2 ( cos 0 isin | 5
3 V2 (cos (%) +isin (%)) _ V3
' 1+ 2
Correction ¥ [14.0042]
Exercice 14
Calculer les racines carrées des nombres suivants.
1. z1=-1 4, z4 = —1—1i 7. z7 =7+24i
2. zp =i 5 z5=1+iV3 8. zg =3—4i
3.z3=1+1 6. zg =3+ 4i 9. zg =24 —10i
Correction ¥ [14.0046]
Exercice 15
147
1. Calculer les racines carrées de + l. En déduire les valeurs de cos (E) et sin (E>
V2 8 8
3.
2. Calculer les racines carrées de V3t z' En déduire les valeurs de cos (E) et sin (£>
2 12 12
Correction ¥ [14.0047]

Exercice 16

Résoudre dans C les équations suivantes :
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1. 2242z41=0

2. 22— (5i+14)z+2(5i +12) =0

3. 22—

4. 22— (142i)z+i—1=0
5. 22— (3+4i)z—1+5i=0

\/§z—i:0

6. 422 —-22+1=0

7. 22 4+1022+169 =0

®©

Correction ¥

22 422244=0

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

: Ecole
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x* —30x2 +289 =0

¥t +4x3 +6x2+4x—15=0

22 4+32-2i=0

22— (1+a)(1+i)z+ (1+4a%)i=0
iz2+(1-5i)z+6i—2=0
(1+i)z2—B3+i)z—6+4i=0
(1+2i)z2 — (9+3i)z—5i+10 =0
(1+3i)z2 — (6i +2)z+11i —23 =0

[14.0048]

Exercice 17

Résoudre dans C I'équation z6 —iz® —1 —i = 0.

Indication ¥

Correction ¥

[14.0052]
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Indication pour I'exercice 1 A

Attention! Il y a un symbole de conjugaison dans zy4.
Pour les deux premiers exemples, il suffit de regrouper. Pour les produits, il faut développer puis regrouper.

Indication pour I'exercice 3 A
Pour se "débarrasser" d'un dénominateur écrivez

A4 B A%
Zp 23 Zp |22 |?

Indication pour I'exercice 4 A

Il faut bien connaitre ses formules trigonométriques. En particulier si I'on connait cos(26) ou sin(26) on sait calculer
cosf et sinf.

Indication pour I'exercice 6 A

Passez 3 la forme trigonométrique. Souvenez-vous des formules sur les produits de puissances :

elpib — ei(u+b) et eia/eib — ei(u—b).

Indication pour I'exercice 17 A

Poser Z = 73 et résoudre d'abord Z2 —iZ —1—i = 0.
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Correction de I'exercice 1 A
1. On regroupe simplement les parties réelles et les parties imaginaires. On trouve

Z1 = 5+6i
2. De la méme facon,
zp = (—8+12i) + (—15 —24i) = —23 — 12}

3. On développe, puis on regroupe pour trouver :

z3=6+16i —3i +8=14+13i
4. On écrit

z3=1-)1—-i)=1-2i—1=-2i
5. On commence par calculer (1 — 3i)? :
(1-3i)2=1-2x1x3i+3i)*>=1-6i—9=—8—6i
On multiplie ensuite par i :
i(1—3i)% = —8i — 6i> =6 — 8i

6. Le plus simple est de tout développer, en utilisant la formule du binéme de Newton ou, pour ceux qui ne la
connaissent pas (encore), en écrivant (1+41)3 = (1 +1)%(1 +1i). On trouve

z6 = (1+1)°

= (1421 +i)
(1 +2i+i2) (1+1)
= (142 —1)(1+1)
= 2i(1+1)

Avec la formule du binéme, on écrit simplement

z6= (141 =1+3i432 4+ =143 —3—i=-2+42i

Correction de l'exercice 2 A

, 346 (3+6)(3+4i) 9+12i+18i—24 —15+30i _ 3 6,
TV vy s A 25 T 25 55
(LN (D@D (240420 -1\ _ (143 2_1+6i—9__§+£i
2 \2=i) "\ 2412 ) \(224(-12 ) U5 T 25 2525

Autre méthode
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(L (42 1421 20 2i(3+4) _6i-8_ 8 6,
27 \2=i) T (2-i? 4—4i-1 3—4 3+(-42 25 2525
L2450 2-50 _ (245)(1+0)+(2-5)(1—i) _2+2i+5i-5+2-2i-5-5
T 1—i 1+ (1—i)(1+1) B 1272
6
__5__3
Autre méthode
245 2-5i 2+5i 2+5i 2+ 5i
= — :2
A T DRl g R(l—i)
Or
245 _ (2+5)(1+i) _2+2+5i-5_—3+7 _ 3 7.
1—i 124 (=12 2 2 202
Donc
3
=2 ) =-3
Z3 ><< 2)
L, o542 (5+20)(1+42) 5+10i+2i-4 1412 1 12,
T 12 124+ (=22 5 -5 ~ 5'5

N

= (o) - () () (9) () () - (%)

_ 1o 1 V8 3 (3) 3V _ 1. .3V 9 3V3_
- 2 2 4 - 8 8

! B
4 8 8 8

o

Autre méthode

Ou encore
Z5 = j3 =1
Y (1+1)°
©T -y

On peut toujours s'amuser a développer (1 + i)9 et (1— i)7 mais franchement ce n’est pas une bonne idée.

1+i)° o (1+i)7 o (1+1) . 1+i)(1+4)\
z6—H=(l+z)221:;7:(1+1)2<1+i> = (1+2i—1) <(12++)((_;;2)>
(1+42i—1\7  2i(2i)7 288 .
:21< +2 > - (27> _27 — 98 —
Autre méthode
e — (1+i)9:(ﬁ(§+i§))9: (vV2)* (Ei%)g _ WRPEE rimy e ain
=0 (va(2-R))  (vap (1) e
=2
gy 2 _ 2(1+iv3) _72(1+i\@)_717i£
7T 1S iE 124 (V)2 2 '3

Autre méthode
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2 1 1 2 5, 1 3
1 1 1 1 1 1 1—1i 1 1.
zg = . 5 = —— = = o X = o X s = o —
(1+2i))(3—i) 3—i+6i+2 5+5 5 1+4+i 5 12412 10 10
o 1420 _ (1+2i)(142i) (1+2i)271+4i—4i_§+éi
°T1-2i  12+(-2? =5 5  5'5

Correction de I'exercice 3 A

Remarquons d'abord que pour z € C, zz = |z|2 est un nombre réel, ce qui fait qu'en multipliant le dénominateur
par son conjugué nous obtenons un nombre réel.

3+6i (3+6i)(3+4i) 9-24+12i+18 —15+30i 3 6

3—4i (3—4i)(3+4i) 9+16 =~ 575
Calculons
1+i (1+i)(24i) 1+3i
2—i 5 -5 7
et
L+i\* _ (1430\* _—8+6i 8 6,
2—i) U 5 25 25 257
Donc
1+i)? 3+6i_ 8 6.3 6, 23 36
2—1i 3—4i 25 25 5 5 25 25°
2 ] 7
Soit z = 1%? Calculons z + Z, nous savons déja que c'est un nombre réel, plus précisément : z = —g + Ei et

donc z +z = —3.

Correction de l'exercice 4 A

1. z; = 2¢'5 =2(cos £ +isin %) = 2(3 +i§) =1+iV3.

2. zp =3¢ % = 3cos § —3isin g = 3 22+\/§ _ 3 22_\/§.
Il nous reste a expliquer comment nous avons calculé cos g et sin g : posons 0 = g, alors 20 = 7 et donc
cos(20) = g = sin(260). Mais cos(20) = 2cos?0 — 1. Donc cos? 0 = % = 1(2+4 V2). Et ensuite

sin20 =1 —cos20 = %(2 — \@) Comme 0< 0 = % < % cos B et sin 6 sont des nombres positifs. Donc

Correction de l'exercice 5 A

1.9-7i
2. —6i
3. -0,3+1,1i
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Correction de l'exercice 6 A

Nous avons
6 —\/2i 3 i . _iz
= Q =2 ifi = \fZ(cosEflsmE) =V2e7'%.
2 2 2 6 6
puis
v=1—i=+2e"'1
Il ne reste plus qu'a calculer le quotient :
_n
w_ V2T g
v 27T

Correction de I'exercice 7 A

la] =] 3i(2+ i) (4 + 2i) (1 +1)] = [3i] x [2+1] x |4+ 2i] x |1+
2
—3x V2412 x2x 24| x \/12+12:6<\/22+12> X V2 =6x5V2
=30V2

arg(a) = arg(3i(2 +1)(4 +2i)(1 +1i)) = arg(3i) + arg(2 + i) + arg(4 + 2i) + arg(1 + i) + 2k
g—i—arg(Z—i—z)—i—arg( 2+ ))—Q—%—Q—Zkﬂ
BT +arg(2+4i) +arg2 +arg(2+1i) + 2k = 3? +2arg(2+1i) +2km
Soit 6 un argument de 2 4 ,cos(f) = \/zfﬁ = % et sin(f) = \/zgﬁ = % donc cos(f) = cos (6p) et

sin(f) = sin (6p), on en déduit que 6 = 6y + 2kt

Par suite
arg(a) = %T + 26y + 2knt
(4+20)(=1+1)| |4+2i x| —1+i 2x]24ix/(-1)2+12 2x/5xV2
|b|: T " p— T " pr— pr—
(2 —1)3i |2 — | x [3i] 24 (~-1)2x3 V5 x 3
2
3

arg(b) = arg(4 + 2i) + arg(—1+1i) — arg(2 — i) — arg(3i) + 2kt = 6y + 3% — (—6p) — g + 2kt

= Z+290+2kn

Correction de I'exercice 8 A
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= 3cos (nfg

= —3cos (g) + 3isin (g)
Z4 = (26%) (673%1) = Zei(%f%n) =2¢71% = —2j

Z5 = iz
e 4
i s us in 7 7 1
Z6 = (2313) (3657) — 6/ (5+%) — 6 =6 (cos (67T) +isin (;)) =6 (? - 2i>
o BB 2peg) 2 2 2( 1 V3Y) 1 ,V3
3% 3 3 3 2 2 3 3
T 1 .
3 2

2
z9 = 3¢ % =3 (cos (—%) +isin (—g)) = 3cos (%

A moins de connaitre cos () et sin (%) on ne peut pas faire mieux.

Correction de I’exercice 9 A

L _ i) 1421
L VAN 2 -

141 3 1@3 3in
Zy = 1-; :(62) =e¢ 2

4
z3=(1+iV3)! = (2 (1 +i\/§>> =2¢ (ei%)4 — 165"

2 2

5 5
zs = (14+iV3)° + (1 —iV3)° = (2 (;Jﬂ?)) + <2 G_l;)) _ 95 (ezg>5+25 (e_ig>5
=32 <e¥ +e*5iTﬂ) = 32 x 2cos (5;) =64 <_;> = _32

_1+iV3 _ (1+iV3)(VB—i) _ VB-i+3i+v3 2342 V3 1. s

z5 = = =—+-i=e
T B+ (V3)2 + 12 4 1 2 "2
Autre méthode

Lotivs 28 o8y

*T VB 2(73+%i) el

CV6—iv2  (V6—iv2)(242i)  2V6+2iV6—2iV2+2vV2 26422 +2i(vV6—V2)
T oo T 24 (-22 8 - 8
_V6+V2+i(V6—V2)

4
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Remarque : il aurait mieux valu mettre ‘2[ en facteur d'entrée.
La on est mal parti, il va falloir trouver le module, puis le mettre en facteur,

Vo+V2+i(V6—V2) _

g(ﬂﬂw(\@—n)

Z6 =
4
|z6|:g\/(\@+1)2+(\f3—1)2:g\/3+2f3+1+3—2\/§+1:¥\/§=¥
Z6 = \@Zﬁ—i—i\@;ﬁ:cos((?)—l—isin(f))

Mais on ne connait pas d’angle vérifiant cela. Il faut faire autrement

V6 —iv2] =/ (V6)2 + (V2)2 = V8 =2V2
12— 2i] = /22 + —f 2v2

V3_1 i
z6 = f_l\f Z\T( 2 21) B (s L.
6 2-2i ﬁ(@ 14) T i3

Ecole
supérieure
d’agro-
développement
international

x2v2 =1

Correction de I'exercice 10 A

1. (3+2i)(1-3i))=3-9i+2i—6i2=3—-7i+6=9—7i

2.
2e'3 % 3ei(_ 6 ) = 631(%_5?”) = 6ei(_%) = —61
3.
i
?.8 ’ = zei%e&Tﬂ = gel(%JrSﬂ) = %37%
361(_7) 3 3 3

Correction de l'exercice 11 A

—ix _|_36ix872ix _|_873z'x

eix 4 p—ix ele 4 3621xe
A(X) = ( . ) - .
O e 43 (eM +e7™)  2c0s(3x) + 3 x 2cos(x)
B 8 B 8
1 3
=1 cos(3x) + 1 cos(x)
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eix _ efix 3 eSix _ 362ixefix 4 3eix672ix _ ef3ix
B(x) = . = .
2i —8i
| O3 3 (e —e7)  Djsin(3x) — 3 x 2isin(x)
n —8i n —8i

1
=-1 sin(3x) + Zsin(x)

C(X) _ <eix + eix)4 _ etix _‘_4e3ixefix 4 6621'956721';( +4eix873ix 4 e dix
2 16
e e 4 (2 +4e72) 46 2cos(4x) +4 X 2c08(2x) + 6
B 16 B 16
= %cos(élx) + % cos(2x) + %
et e 4 (2 +4e72) 46 2cos(4x) —4 X 2c08(2x) + 6
B 16 B 16
D(X) _ <€1x _ ezx>4 _ e4zx _ 4€3zx€71x + 6621x6721x _ 4ezxef31x + 6741x
2i 16

2

E(x) = cos”(x) sin®(x) = ( +z€ix>2 ( _ZiEix>

eZix + zeixe—ix + e—Zix e2ix o Zeixe—ix + e—Zix (621'96 424 872ix) (eZix S 672ix)

1 8 82x - ~16
eZierix _ 2621‘x + eZixe—Zix + 262ix — 44 26—21‘9{ + e—2ix62ix _ ze—Zix + e—Zixe—Zix
N —-16
e4ix _ 282ix 414 2621'}( 44 26721'95 41— ZefZix 4 ef4ix e4ix 4 ef4ix -2
= ~16 T -6
_ 2cos(4x) —2

1 1
= — - 4 p—
=Y 8c:os( x)+8

Autre méthode en utilisant les formules trigonométriques

1 21 1 _1—cos(4
E(x) = cos?(x) sin?(x) = (cos(x)sin(x))* = (2 sin(2x)> =1 sin?(2x) = e C(z)s( x)
= —=cos(4x) + <
En utilisant les formules
sin(2a) = 2sin(a) cos(a),a = x
1- 2
cos(2a) = 1 —sin*(a) < sin®(a) = %(a),a =2x
ix —ix 3ix 3 ix 3 —ix _ ,—3ix
F(x) = cos(x) sin®(x) = cos(x)B(x) = *26 St W
e4ix _ 362ix 13- 672ix + eZix —34+ 3672ix _ 674ix
- —16i
B elix — 74X _ D (¢2ix _ o= 2i¥) _ 2isin(4x) — 2 x 2isin(2x)
N —16i N —16i
— L inax) + L sin(2r)
=g 1S
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3ix 3 ix 3 —ix —3ix ix _ ,—ix
G(x) = cos®(x) sin(x) = A(x)sin(x) = e e +88 re x 2:
e4ix o e2ix + 362ix —34+3— 36721‘35 + 672ix _ ef4ix
16i
MY — 74X £ (2 — ¢72X)  Disin(4x) + 2 x 2isin(2x)
16i B 16i

1 1
=3 sin(4x) + 1 sin(2x)

On peut toujours faire « comme d’habitude » améliorons un peu les choses

H(x) = cos®(x) sin?(x) = cos(x)(cos(x) sin(x))? = cos(x) (% sin(2x))2 = } cos(x) sin?(2x)

= 1 cos(x) (%) = £ cos(x)(1 — cos(4x)) = } cos(x) — § cos(x) cos(4x)

Alors on utilise des formules souvent inconnues des étudiants (et c'est fort dommage) ou on fait comme d’habitude

ix —ix 4ix —4ix
H(x) = 1cos(x) — %cos(x) cos(4x) = 1cos(x) —% (e +2€ ) (e +26 )

_ 1 1 Six —3ix 3ix —b5ix

= 8cos(x) % (e +e et )

— 1 1 Six —b5ix —3ix 3ix

—gcos(x) 3—2(6 +e e 4o )

= 1Cos(x) _ 1 2cos(5x) +2cos(3x) = 1cos(x) 1 cos(5x) — 1 cos(3x)
-8 32 -8 16 16

I(x) = cos?(x) sin®(x)

Allez, encore une autre technique!

Onpose t =% —x < x=t— J ainsi cos(x) = cos (t — §) = sin(t) et sin(x) = sin (t — 5 ) = cos(t) Donc

1 1 1
I(x) = sin?(t) cos®(t) = 3 cos(t) — 16 cos(5t) — 16 cos(3t)
1 T 1 T 1 T
=seos(r3) qgeos (5= 3)) s (3 (- 3))
1 . 1 S5n 1 3r
=3 sin(x) — 1g €08 <5x — 2) ~ 1 ¢0s <3x - 2)
1 . 1 T 1 T
=3 sin(x) — T (Sx - 5) — 7¢ C08 (3x + E)
1 . 1 . 1 .
=3 sin(x) — 1 sin(5x) + 1 sin(3x)
ix —ix Aix —4dix _ g,2ix _ p,—2ix
J(x) = cos(x) sin*(x) = cos(x)D(x) = ¢ —1—2e x & te 4166 de T ¥6
_ 3% (€5ix o3I 430X _ 4o o ol L BN | g _ gt _ 430 6efix)
_ 1 5ix —5ix 3ix —3ix ix —ix
—3—2(3 +e 3(6 +e )+2<e +e ))
= %(ZCOS(SX) —3 X cos(3x) +2 x 2cos(x))
1 3 1
=T cos(5x) — 5 cos(3x) + 3 cos(x)

Correction de I'exercice 12 A

cf également correction manuscrite.
1o jul = VIZF 12 =2et |o| = \/(—1)2 + V3 =2
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Donc un argument de u est %

Donc un argument de v est 27”

3. On cherche les solutions complexes de z3 = u

Z=us 2] =v2 2]? = 23
- 3y _ 1 T
arg(z’) = f +2kn, keZ Jarg(z) = F +2knr, kecZ

N 2| = 28
arg(z) = & + 2% k€ {0,1,2}

u admet trois racines cubiques

zZp = Z%ei%; z1 = 266 (%+2Tﬂ) = Z%ei% = 2%(3% et zp = Z%ei(%Jr%T) = Z%elﬁn
4,
V2t 2 i(7-%) V2 _sin V2
— = . = — 4 3 = — 2 = — _— —_—
. ZeZIT" ze 2e > (cos( 12>+1sm< 12))
Et
u o 14i (A4)(-1-iV3)  —1+VB+i(-1-3)
v 1403 4 4
Par conséquent
_ 5 _ =14 —V2+
?cos(—%): 1Xﬁ - cos (—73) = 2\/\%; \\;Lf
2 o 57y _ —1-/3 5y _ —1 —2—
Ysin(—33) = =5 sin (—37) = 574~ =

Correction de I'exercice 13 A

1.

(COS (;) +isin (;)) <1 _21\/?:) (1+i)=e i17e713+/2 <\f +i f) 2617 0715 ol
a0 3 — 3 (o (1) 4 ()
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10 (oo (£) ismn (£)) 39 = v2 (2 =2 (oo (5) n (§)) 2 (4 - 3

:Zfe_i%ei%e_i% :Zﬁei(f%Jr%*%) —Zfe( 15n+12n 12(?) :2\/53_%

3 . 137
2\f (cos( 0 > —isin (60>
s

VA (cos (f) +isin (§)) _ cos (§) +isin() _ef _ sq_ %
141 4 + gi e
= cos (—) —isin (E> = ﬁ — 1i
B 6/ 2 2
Correction de I'exercice 14 A
On cherche les nombres complexes tels que z2 = —1

A= el = o st =t = e i
On cherche les nombres complexes tels que 22 = 1+i = /2 (4 + 1@) —27¢'f
71 = —24e% et 7, = 21e®

C'est un peu insuffisant parce que I'on ne connait pas les valeurs de cos (%) et de sin (%) Autre méthode, on cherche

a,b € R tels que

L 2_p2=1
N2 . 2 12 L. . 1 a
(a+ib)"=1+isa b+21ab—1+1@L2{ oabh — 1

On rajoute I'équation L3

2
’(a+ib)2’ =[1+i] & at+ibf = VI2+12 & (V@ +12) = V2o a+0* =2

En faisant la somme de L et de L3

>S5

1 2 24242 2+24/2
2a2=1+ﬁ(:>a2: + S a==+ +2\[:j; +4\[:i + \[

N —

En faisant la différence de L3 et de L4

NCRINTY, DINTYIN SRR N \/Tf 2202 @

2 2

D’aprés Lya et b sont de méme signe donc les deux solutions de z2 = 1+ i sont

V2+42V2 V2422 7\/2”\54\/*2”\5
2

VAR i et Zp =
1 5 + 5 2
On cherche les nombres complexes tels que z2 = —1 —i = /2 (—% - 14) —23¢F
1 sim 1 sin
Z1 = —24ie¢8 et £y =24e8

C'est un peu insuffisant parce que I'on ne connait pas les valeurs de cos (5?”) et de sin (%”)
Autre méthode, on cherche a,b € R tels que
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L 22
(a+ib)? = -1—isa* —b*+2iab=-1—-is 1{” b !

Ly 2ab = —1

On rajoute I'équation L3

2
‘(a+ib)2‘ =|—1=il e la+ b= /(12 +(-1)2 & (V@ +82) =v2ea+0* =2

En faisant la somme de L et de L3

1
2ﬂ2:—1+\/§<:>ﬂ2:—§+7<:>ﬂ

V2 :i\/—1+ﬁ:i\/—2+2\/§iv—2+2ﬁ
2 4 2

En faisant la différence de L3 et de L

Ny DT \éi A 1+f 2+2f 2+2v2
D’aprés Lya et b sont de signes opposés donc les deux solutions de z2 = —1 — i sont
V-2+2V2 V2422 V-2+2V2  V2+2V2
Z1 = > —1i 5 et Zp = — > +1 5

;7T
13

On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1+ iy/3 =2 (% + z@) =2¢

o 1 o 1 2
2 2 2 2 2 2
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 + 4i
a2 - =3
On pose Z =a+ib, 7% < 3+ 4i = (a+ib)2 & 344i =a? — b2+ 2iab < 1, Ly
2ab =4
On rajoute I' equatlon 22| & |3+4z\ =+ PP e a®+?=V32+42 < a? +b? = /25 =513
2
Avec le systéme { 2 4 Zz 5 en faisant la somme des deux équations L; et L3, on trouve 24> = 8 < 4% = 4,

d'ou 'on tire b* = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d'aprés I'équation
2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe. Si a = 2 alors b = 1 et
Z1=2+4ietsia=—2alorsb=—-1etZ,=-2—1i

Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+1)? et on retrouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On reprend le systéme

a?—b* =3 a>—(2)2=3 -4 =3 a* —4 =342 a* —3a> —4=0
& ) & L0 e e )
a a a

2ab =4 b= b= b=12
{ A2 —-3A—-4=0
Ang _2
~a

Les solutions de A2 —3A —4 =0sont Ay = —1<0et Ay =4, donc a® =4,
Sia= —2alors b = % = —letalors Zy = —-2—i,sia=2alorsb = % =1letalorsZy =2+1.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = —7 — 24i
Onpose Z=a+ib, Z>< —7—24i= (a+ib)*> < —7—24i =a> —b> 4 2iab < Ly {a®> — b* = —
Ly{2ab = —24

On rajoute I'équation

‘22]@|3+4i =1 e+ 0= \[(=7)2 + (—24)2 & ® + b* = VA9 + 576 = /625
= 2514
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a? - =-7
a* +b? =25
d'ou I'on tire b2 = 16. Les valeurs possibles de a sont +3 et les valeurs possibles de b sont +4, d'aprés |'équation
2ab = —24 < ab = —12, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe opposé.
Sia=3alorsb=—4et /1 =3—4ietsia= —3alorsb=4et Zy = —-3+4i

Deuxiéme méthode

—7 —24i =9 —24i — 16 = (3 — 4i)? et on retrouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On reprend le systéme

=7 (@ (FPP=-7 [l F=-T [ -144=-72
2ab = —24 h=— — b:—%
@{a4+7a2—144:0 {A2+7A—144:0

Avec le systéme { , en faisant la somme des deux équations L et L3, on trouve 242 = 18 < a2 =9,

i

_ 12 _ _12
b_—7 b= -

Les solutions de A2+ 7A —144 =0 sont A; = —16 < 0 et Ay =9, donc 4?2 =9,

Sia=3alors b = —% = —4etalors Zy =3—4i,sia=3alors b = —1[72 = —4 et alors Z1 = —3+ 4i.

On cherche les nombres complexes tels que Z? = 3 — 4i = zg, on peut refaire comme précédemment mais on va
prendre la méthode la plus simple

72 =3-4i=4—-4i—1=(2—i)?
Il'y a deux solutions
Z1=2—i e Zp=-2+i

On cherche les complexes Z tels que Z% = zg = 24 — 10i
La encore, on va aller au plus simple

24—10i =25—-10i — 1 = (5 —i)?

Donc il y a deux solutions

Zy=5-i et Zy=-5+i

Correction de I'exercice 15 A

1. On cherche les complexes Z tels que

Z2= =My ve
V2 2
On pose Z = a +1b,
2_ V2 V2 V2 V2 2 V2 N2 5 L [ a-p2=¢
Z—2+12<:)2+12—(a+b)<:>2+1 a —b" 4 2iab & L 2ab=§

On rajoute I'équation

2 2
2 V2 V2| 5o a0 | [V2 V2 2,2 1,1
‘Z’@—z +z—2 =a+b"<a"+b"= > + > Sa+b°= 2+2—1L3
22 =2 , .
Avec le systéme 242 12 , en faisant la somme des deux équations L et L3, on trouve
a =
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2 2 2
2a2:1+£©a2: +v2
2 4
En faisant la différence de L3 et de L
2b2:1—§<:>b2:2_4\/§

Les valeurs possibles de a sont :Izim et les valeurs possibles de b sont :tivz;\ﬁ, d'apres I'équation 2ab = % &

ab = \[ , on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

S|a:\/7a|orsb*\/7etz \/T \/7
EtSitl:—mabrsb:_@etZz \/ZT \/2;7

2

D’autre part

V2 N2

2"
Admet deux solutions Z3 = ¢ = cos (%) +isin (F) et Z4 = —¢l§ = —cos (%) —isin (%)

Comme cos (%) > 0 et que sin (§) > 0,

. 24+v2  V2-V2 Ty = V242
Cos(n>+lsm(7r):\/+f+l\/ V2 ) cos(F) 1
8 8 2 2 . T _\/Z—ﬂ
sin (§) = ¥
2. On cherche les complexes Z tels que
Zz_\@‘H_ﬁ 11'
22 2
On pose Z = a +1b,
212 _ /3
3.1, V3 1, 301, . a”—b" =%
Z2=£+*1<:>£ ~i = (a+ib)? @£+fz:a2—b2+2mb@L1 L,
2 2 2 2! 2 2 1
2ab = 5
On rajoute I'équation
301 i\ 1\2 31
2 vo Ll 2 2 2,32 _ Vo 1 2 2 (21 _
’Z‘@ 5 21 a+b"sa“+b <2> ~|—(2) Sat+b 4+4 1L3
b2 f . .
Avec le systéeme 2 LR 1 , en faisant la somme des deux équations L et L3, on trouve
2a2:1+£®a2:2+ﬁ
2 4
En faisant la différence de L3 et de Ly
2i
2b2:1—§@b2: 4ﬁ

o
(>

Les valeurs possibles de a sont :ti”zgﬁ et les valeurs possibles de b sont :tiﬂz_\/g, d'aprés I'équation 2ab =

ab = ﬁ on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

Sia:ﬁalorsb—\/ietz \/T_H\/i
Etsiaz—ma|Oer——@etZ2:—\/22T—l\/2277\/§

2

D’autre part
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2 2
Admet deux solutions Z3 = €' = cos (&) +isin({5) et Zy = —¢lTs = — cos (f5) —isin ({)

1
Comme cos ({5) > 0 et que sin ({5) >0

cos (%) +isin (%) N 2 Sin(lz) =2

_ \/Z—I—\@_’_i\/Z—\@@{ cos (%) = 2;“/5
2 Ea —

Correction de I'exercice 16 A

1. 2242z4+41=0

2. 22— (5i+14)z +2(5i +12) = 0

A = (—(5i+14))* — 4 x 2(5i + 12)
= (—25 + 140i + 196) — 40i — 96 = 75 + 100
= 25(3 + 4i)
= 52(3 4 4i)

On cherche a,b € R tels que

(a+ib)? =5—4i < L, 2ab = 4

Ll [,lz—b2:3
s\ 24+ =VR+4£2=5

En faisant L; + L3 on trouve que 222 =8 < a? =4 < a = £2

En faisant L3 — Ly on trouve que 20> =2 < > =1 b= +1

D’aprés Loa et b sont de méme signe donca+ib=2+ioua+ib=—-2—1
Autre méthode 3 +4i =4 +4i —1 = (2+i)?

et alors

A =5%(2+1)? = (10 4 5i)?
Les solutions de I'équation sont
. 5i+14 — (10 +5i) 4
e 2 T2
0:

f 51+14+2(1O+51) _ 24421 Casi

2
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3.22-3z2—-i=0
A=3+4i=(2+i)?
V3+2+i /3 1. (1, .3 g
21_72 _7+1+§z—1—z —§+17 =1-—1ij
V3-2—-i 3 1, {1 3 .
Zz—f—T—l—il—_l‘l’l _E—li —_1+l]

4. 22— (142i)z+i—-1=0

A=(1+2)—4(i—1)=1+4i—4—-4i+4=1

; 1+2i—1 ;
1:7:
2
1+2i+1 .
22:%21—1—1

5. 22— (3+4i)z—1+5i=0

Le discriminant vaut

A= (—B+4i)2 —4(—1+5) =9+24i —16 +4 —20i = —3 —4i = (1 —2i)?

Il'y a deux solutions

34+4i—(1—-2i .
21:—+ ! 2( l)=2+3z
34+4i+1-2i
=TT I“ZL Lo+

6. 422 —-22+1=0

Soit on résout «normalementy, soit on ruse, rusons

42 - 2241=0272+7Z+1=0

Avec Z = —2z. Les solutions de Z2 + Z +1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°))

Par conséquent

7. 22 +10224+169 =0
On pose Z = z2,7? +10Z + 169 = 0 a pour discriminant

A =10 —4x169 =10> — (2 x 13)2 = (10 — 26) (10 + 26) = —16 x 36 = —4? x 6> = (24i)>

zlzw:_wﬂzl‘
ZZZ¥:_5_121‘

On cherche z = a + ib tel que
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22 =71 & (a+ib)* = —5+12i & a®> — b* 4 2iab = —5 + 12i
0 —b*=-5
2ab =12 2a
o L a? + b = \/(=5)2+ 122 = /25 + 144 = /169 = 13
L,
Ly

En faisant la somme de L; et de L3, on trouve que 24> =8 < a? =4 & g = +2,
En faisant la différence de L3 et de Ly, on trouve que 2b% = 18 < b2 =9 < b = +3,
D'aprés Ly, a et b sont de méme signe donc z2 = Z; a deux solutions

z1=243i e z=-2-3i

On peut résoudre de la méme facon Z, = z? ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a coefficients
réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution, par conséquent
z1 =2 —3i et zp = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une équation de degré 4 , il n'y
en a pas plus, on les a toutes.

L4222 44=0

On peut faire comme dans le 7° ), mais rusons :

4 2 4 22 2\? 22 z2 . 22 2
z5 42z +4—0@4+2+1—0@(2) +(2)+1—0@ [(2)]] [(2)]} =0
_l’_

o[ G Ao () o) G o)
& (2= V22) (24 V21) (2= V2))(z+ V2)) =0

Les solutions sont
{V2P,—V2f,v2j, - V2j}

Cx*—30x2+289=0
On pose X = x?

X? —30X +289 =0
A =30% — 4 x 289 =900 — 1156 = —256 = —16% = (16i)>
30160
===
X, =15+ 8i

X; 15— 8i

On cherche x tel que x> =15 —8i = 16 — 8i — 1 = (4 —i)?

Il'y a donc deux solutions x; =4 —ietx; = —(4—1i) = —4+1i.

De méme on cherche x tel que x> =15+ 8i = 16 +8i — 1 = (4 +i)?
Il'y a donc deux solutions x3 =4 +ietxg = —(4+i) = —4—1i.

Les solutions sont

{4—i,—4+id+i,—4-i}
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10. x*+4x3+6x24+4x—15=0

[l faudrait trouver des solutions (réelles ou complexes).
x = 1 est solution évidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s'apercoit que 4
premiers termes ressemblent fort au développement de (x + 1)* = x* 4 4x3 + 6x% 4 4x + 1 donc

a6 +4x—15=0e (x+1)*-1-15=0« (x+1)* =16
@{ [(x+1)* =16 @{ x4+ 1[* =2¢
arg((x +1)*) = arg(16) +2kn, ke Z darg(x+1) =042k, keZ
= ikt
< { arg(x +1) ij’fl,| k2€ {0,1,2,3} Sxntl=22,
ke{0,1,23) & x=-1+2%, ke{0,1,23}
xg=-142="1x =—-1+2% = —1+72i;

3i

Xp=—1+420"=-1-2=-3;x3=—-14+272 =—-1-2i

Sont les solutions.

11. 22 4+32-2i=0

On voit que i est une solution évidente ( cari® 4+ 3i —2i = 0 ) donc on peut mettre z — i en facteur.

22 +3z - 2i = (z—i) (azz—i—bz—t—c) & 22 432 —2i = az® + (—ia + b)22 4 (—ib+c)z —ic

a=1 a=1
—ia+b=0 b=ia—=i
—ib+c=3 T\ c=34+ib=2
—ic = —2i c=2

243220 = (z—i) (Z+iz+2)

Le discriminant de z2 + iz +2 est A =i —4 x 2 = —9 = (3i)?
Il'y a deux solutions

Il'y a donc deux solutions, z; =i et zp = —2i.
12.
A= (+a2(1+0)? =4 (1+a?)i= (1+20+a2) (1+2i—1) — 4i — dia?
— 2i + dia + 2ia® — 4i — 4ia® = —2i + 4ia — 2ia® = —2i (1 _2a+ a2)
=(1-i)1-a)?=(1-i)(1-a)?

(1+a)(1+i)—(1-i)(1-a) _1+itatia—(1—a—i+ia)

= 2 2 =t
2= (1+a)A+i)+(A—-i)(1-a) 1+itatiatl—a—itia 1 tia
2 2
13. A= (1-5i)2 —4i(6i —2) =1—25—10i + 24 + 8i = —2i
Il faut trouver & tel que A = 62
Premiére méthode :
—2i = 1—2i—1 = (1 —1i)? c'est une identité remarquable. Donc 6; = 1 —i ou d, = —1 + i Deuxiéme

méthode
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On pose § = a+ib, A = 6*> & —2i = (a +ib)? & —2i = a> — b?> + 2iab & oab = 2

On rajoute I'équation |A| = [6?| & | = 2i] = a? + b* & 2 = a® + b?
a2 - =0
>+ b =2
d’ou I'on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont £1 et les valeurs possibles de b sont 1, d'apres
I'équation 2ab = —2 < ab = —1, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe opposé.
Sia=1alorsb=—-1etd=1—ietsia=—1alorsb=1etd=—1-+1i. Cesont bien les mémes solutions
qu’avec la premiére méthode.

Troisiéeme mét@ode 5

A = —2i =2¢7, donc les racines deuxiémes de A sont § = v/2¢ 1 = /2 (cos (%T”) +isin (%T”)) =
ﬁ(-@—}-%) =—1+4+ietd= —ﬁe%n =1-1i

Pour résoudre iz2 + (1—5i)z+6i —2 =0, on n'a besoin que d'une racine deuxiéme, on prend, par exemple
o0=1—1.

Les deux solutions sont :

Avec le systéme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 242 =2 < a2 =1,

_(-5)—(1—i)  —2+6i  —1+3i (~1+3)(=i) . .
A 2 T R () i
(s (i-i) 40
o 2i T2

A= (—B+1)?—4(1+i)(—6+4i) = 3+i)2 —4(—6+4i —6i —4)
=9—1+6i—4(—10—2i) = 8+ 6i +40 + 8i = 48 + 14i

2 12
On pose & =a+ib, A=52<:>48+14i:(a+ib)2@48+14i=a2—b2+2i”b‘:’{azabb—_1448

On rajoute I'équation

A| = ‘52] S|[48+14i| = + 12 224+ 7i| = a® + 12 & a® + 12 = 2V/282 + 72 & a® + 1P
=2v/576 + 49 < a* + b* = 21/625 = 2 x 25 = 50

a®> —b* =48
a* +b? =50
d’ou I'on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont 47 et les valeurs possibles de b sont +1, d'aprés |'équation
2ab =14 & ab =7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=7alorsb=1etd=7+ietsia=—7alorsb=—-1etd=-7—1

Deuxiéme méthode

AN=48+14i=49+2x7i—1=(7+i)>doncd=7+ioud=—7—1i.

Troisiéme méthode

Avec le systéme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 22> = 98 < a% = 49,

On reprend le systéeme

@ — b =48 @{az—(22:48 @{a2—§3:48 {a4—49—48a2
b

2ab = 14 - % b= % b= Z
4402 40 — 2 _ _ 49 —
{ ? 4?9“_ A0=04 { AT A=A =0 1o iscriminant de A2 — 484 — 49 — 0 est A/ = 482+
—a —a
4 x 49 = 2500 = 502 donc ses solutions sont A7 = @ =—let A = 482& =49,A1 < 0doncil n'y
a pas de solution de 4> = —1, par contre a?> = 49 admet deux solutions @ = —7 et a = 7. Si a = —7 alors
b=Z= —1letsia=7alorsb=7Z =1, on retrouve les mémes solutions.

a

7
a
Les solutions de (1+i)z2 — (3+1i)z — 6 +4i = 0 sont :

L @)+ 4 2 21—
! 2(1+1) 2(1+1) 1+i 12 412
L B+ +i) 10420 540 (5+)(1-i) 5-5i+itl _6-4i . .
2 2(1+1) 2(1+1) 141 12 412 12412 2
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A= (- (9—0—31)) 4(1 + 2i)(—5i + 10) ( (3+41) ) (—5i 4+ 10 + 10 + 20i)
=9(9 — 14 6i) —4(—25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i
=—-8—6i
a? —b?> = -8
On pose 6 = a+ib,A = 6* < —8 — 6i = (a +ib)? & —8 — 6i = a®> — b? + 2iab < { oab — —6
On rajoute I'équation [A| = |6%| & | -8 —6i] = a®> +b? & a® +b* = \/(-8)2+ (—6)2 & a’+ P =
V64 +36 < a? + b = /100 = 10
a? — b =—

Avec le systéme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 22 =2a2=1,

a*+ b2 =10
d’ou I'on tire b = 9. Les valeurs possibles de a sont 41 et les valeurs possibles de b sont 43, d'aprés |'équation
2ab = —6 < ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe opposé.
Sia=1lalorsb=—-3etd=1—-3ietsia=—1alorsb=3etd=—-1+3i

Deuxiéme méthode

2_p2— _ 2 (=3\2 _ _ 2_9 _ _
On reprend le systéme ¢ bi 68 <:>{ a?—(F) =8 @{a @ 8 PN

2ab = — b= —73 =3
4_9_ _gn2 4 2 _ 2 _9_
{a 738a <:>{a +8a ,39 <:>{ AT+ 84 739 0 , le discriminant de A2 +84 -9 =0
est
A" =82 +4 x 9 =100 = 10? donc ses solutions sont A; = _82_10 =-—9et Ay = # =1,A, <0doncil
n'y a pas de solution de a> = —9, par contre a2 = 1 admet deux solutions a = —1 et a = 1.
Sia=—1alors b = %3 =3etsia=1alorsb= %3 = —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisiéme méthode
A=-8—-6i=1-6i—9=(1-3i)>doncd=1—-3ietéd=—1+3i
Les solutions de (1 4 2i)z% — (9 4 3i)z — 5i + 10 = 0 sont :

(9+3i)—(1—3i)  8+6i  4+3i (4+3)(1—-2i) 4—8i+3i+6

= g g = = :2—‘
1 2(1 + 2i) 2(1+2i) 1+2i 12122 10 :
__o#3)+(-3) 10 5 _501-2) ., .

2T 2(1+20) T 2(1+42i)  1+20 12422

A= (—(6i + 2)2) —4(143i)(11i — 23) = (6i +2)> — 4(11i — 23 — 33 — 69i) = —36 + 24i+ 4 — 4(—56 —
58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i = 64(3 + 4i)

Si j'ai mis 64 en facteur, c'est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 4 4i, ce qui est
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.

212 _
Onpose s =atib,A=02&3+4i=(a+ib)f &3 +4i=a— 2 42abe] “ V70
On rajoute I'équation |A| = }(52| S B+dil=a?+P e+ =V32+L2 a2+ =/25=5
2 12
Avec le systéme { Zz i Zz _5 en faisant la somme des deux équations, on trouve 2422 = 8 < 4% = 4, d'oil

I'on tire b> = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d'aprés |'équation
2ab =4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorsb=1etd=2+ietsia=—2alorsb=—-1letd=-2—1

Donc (2 +1)? = 3+ 4i entraine que A = 64(3 +4i) = 82(2+i)? = (8(2+1))? = (16 + 8i)?

Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+1)? et on retrouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On reprend le systéme

2-=3 _[a-(
2ﬂb24 =
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Les solutions de A2 —3A —4 = 0 sont A1 =-1<0et Ay =4, donc a2 =4,
Sia=-2alorsb=2=—Tetalorsd=-2—1i,sia=2alorsb=2=1etalorsé=2+1i.

a

Les solutions de (1 + 3i)z* — (6i +2)z + 11i — 23 = 0 sont

a

C6i4+2—(16+8i)  —14—2i —7—i (—=7—i)(1-3i)) —7+2li—i—3

= = = = :_1 2‘
21 2(1 + 3) 20013)  1+3i 12+ 32 10 T
L, 0i+2+(16+8) 18+14i 947 _ (9+7)(1-3) _9-27i+7i+21 _, .
27 T 2(1+43) 201 +3i) 1+3i 1243 10 -

Correction de I'exercice 17 A

A= (=if +4(1+1) =4+ 4i-1= 2+

Les solutions de Z2 —iZ —1—i = 0 sont

o
2
i— (241
Les solutions de 20 — iz3 — 1 — i = 0 vérifient
. 3| — 3 1

3 . s |z|—\/§ |z]° =22

=1 =V2e'1t & 2N

Sl v {arg(z3)=;§+2kn, kez 3arg(z) = ¥ +2kn, keZ

1
|Z| =26 1
4 &z €26
{ arg(z) = 5+ %%, ke {0,1,2} z { ¢
Ou
2=-1e 2% =1 < 2 =1
N arg(z®) = m+2kn, k€Z Barg(z) =m+2kn, keZ
" 7 =1
arg(z) = 2+ &7, ke {0,1,2}

Il'y a donc trois solutions

i
S
oy

Finalement il y a six solutions
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WolframAlpha

Wolfram|Alpha est un moteur de recherche scientifique, une superbe
calculatrice a tout faire. Disponible sur le navigateur mais également
sur mobile avec une application téléchargeable sur Google Play et I'App
Store.

Etudiez en musique ! Partagez votre musique préférée pour travailler,
par mail 3 a.gere@istom.fr.
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Auteurs de ces notes de cours

Cours et exercices rédigés par Antoine Géré.

Relu par (coming soon).
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