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1 Rappels

On rappelle les dérivées des fonctions usuelles ainsi que les formules

générales de dérivation. Soit f une fonction définie sur une partie D Opération Dérivee
de R a valeurs dans R. Si x € D, f(x) est I'image de x par f, c'est
un réel. On note
f: DoR f+3 f+e
x = f(x)
D = {x € R tels que f(x) existe } fog Flgtfgd

On dit que D est le domaine de définition de f. Pour déterminer D il
suffit de savoir répondre a la question suivante :
Pour quelles valeurs de x, ai-je le droit de calculer f(x) 7 Ai-je le droit
tout le temps (pas de contrainte), dans ces conditions D = R ou
existe-t-il des valeurs interdites et dans ces conditions le domaine de
définition de f est une partie de R simplement.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

e Si, pour tout x de I, f/(x) > 0 alors f est croissante sur I.

fl-s-f-¢

gof

1 _®
e Si, pour tout x de I, f/(x) < 0 alors f est décroissante sur I. u u?
e Si, pour tout x de I, f'(x) = 0 alors f est constante sur I.
u*, x € R* au'ut1
Méthode : Détermination des variations d'une fonction
1. Calculer la dérivée de la fonction u'

2. Déterminer le signe de la dérivée

3. Dans un tableau de variations, regrouper le signe de la dérivée, In(u) sl
les variations de la fonction et les valeurs d’'images importantes. u
4. Tracer la courbe de la fonction.
. exp(u) u' exp(u)
Une fonction f est :
e une fonction paire si f(—x) = f(x),
o cos(u) —u’sin(u)
e une fonction impaire si f(—x) = —f(x),
pour tout x de son ensemble de définition.
sin(u) u' cos(u)

Voir les exercices 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27 et 28.

2 Prolongement par continuité

Il arrive qu'une fonction soit définie partout sauf en un point, mais qu'on extrapole par passage a la limite la valeur
plausible en ce point. On réalise alors un prolongement par continuité. Prenons un exemple : soit f la fonction définie

sur R\{0} par
" f(x) =sin(x)/x
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Alors la fonction f n'est pas définie en 0 , mais d’aprés une limite classique, la limite de f en 0 est 1 . Posons g la
fonction définie sur R par

_ Jsinx/x si x #0
g(x)_{l si x=0

Alors g prolonge f (ces deux fonctions sont égales sur I'ensemble de définition de f ) et est continue en 0. On appelle
g le prolongement par continuité de f en 0 .

Voir les exercices 11 et 10.

3 Le théoréme des valeurs intermédiaires
Théoréme 1 (Théoréme des valeurs intermédiaires).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.

Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b),
il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =y.

Une illustration du théoréme des valeurs intermédiaires (figure de gauche), le réel ¢ n'est pas nécessairement unique.
De plus si la fonction n'est pas continue, le théoréme n'est plus vrai (figure de droite).

f(b)

Voir exercice 16

4 Théoréme de Rolle

Théoréme 2 (Théoréme de Rolle).
Soit f : [a,b] — R telle que

e f est continue sur [a,b],

e f est dérivable sur |a,b],

e f(a) = f(D).
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I Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

Voir exercice 17

5 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3 (Théoréme des accroissements finis).
Soit f : [a,b] — R telle que

e f est continue sur [a,b],
e f est dérivable sur |a,b].

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b) = f(a) = f'(c) (b—a)

Voir exercice 18

6 Branches infinies
Etant donnée une fonction
f*R—R

I'étude de ses branches infinies a pour objectif de comprendre en détails le comportement de f(x) quand x tend vers
—+00 ou —o0.

lim f(x)

X—+00

6.1 Premier cas

Cette limite est finie :
J(1_1)1;(_100f(x) =/eR

On conclue alors que la courbe admet une asymptote horizontale d'équation iy = £ en +oo et 'étude est terminée.

Exemples :

2% +1

flx) = g =xe ¥ h(x) =250



\ Ecole
\ / supérieure
oy dagro-
. développement
Istom international

6.2 Second cas

Cette limite est infinie :
lim f(x)= 4o

X—4-00

La fonction f n'admet alors pas d'asymptote horizontale en 4-o0 et I'on doit poursuivre I'étude pour étudier de plus
prés le comportement de f(x) autour de 4o0. Intuitivement, le calcul de

lim f(x)

xX—>+00

nous dit dans ce cas la que f(x) grandit quand x grandit. Les questions qui se pose a ce moment I3 sont : A quelle
vitesse grandit f(x) ? Grandit-elle plus vite ou moins vite que x ?
La encore, un calcul de limite va pouvoir nous aider a répondre : pour comparer la croissance de f(x) et celle de x,
on calcule

f(x)

lim ——=
x—+o0 X

Le comportement de la fonction f autour de +co dépendra alors du type de réponse obtenu mais contrairement a
tout a I'heure, on distingue ici trois types de réponses possibles (et non plus deux).

1. Soit

lim ——=
x—4o0o X

Dans ce cas, f(x) grandit moins vite que x. On dit que la courbe de f admet une branche parabolique d’axe

(Ox).
Exemples :
x2 41
f(x) =In(x), g(x)=vx, h(x)= m
2. Soit
lim @ = +oo
X—+oo X

Dans ce cas, f(x) grandit plus vite que x. On dit que la courbe de f admet une branche parabolique d’axe

(Oy).
Exemples :
xt2x3 -1
— X — —
fl)=e% gm= hx) =T
3. Soit
im £ e re

x—+o0 X

. Dans ce cas, la vitesse de croissance de f(x) est comparable a celle de ax quand x grandit. Pour effectuer
cette comparaison, on étudie une derniére limite : celle de la différence f(x) — ax et on distingue deux cas :

(a) Soit
lim f(x)—ax=beR

X—>+00

et la courbe de f admet la droite d'équation y = ax 4 b pour asymptote oblique.

Exemples :

f) = EEEEL = (V20— Va2 +1), h(x) =+In (”2)

x2+4 X

(b) Soit
lim f(x) —ax = £oco

X——+00

et la courbe de f admet une branche parabolique de direction y = ax.

Exemples :

fo) = VR gl = (2.

Inx
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Voir exercice 20

7 Exercices

Exercice 1

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes.

supérieure

développement
international

16x2 —2x +8 1o x>+x—1
x2 +5x+6 S V2x2 —3x+1
/2 _
2. Vai43x—10 13. VXt 74222 — 35— 9
x+6
x3 + 5x 14. Vx+4+vVx2-3x—-10
Ax — 3
4 Vix—x 5 V2P —5x—3
5 v3x—2 Cox2—-2x-3
2
6 8x2 —5x+3 6 x2+5x—7
X —5x+6 CV2x243x -2
7. Vx2—-3x—18 _
2 17 g
4x —5x + 15 /v
x3 + 6x
0. 1 18 Va5
" V2% — 43 |
2—x 1
10. ——— 19 Vx+1+
Vox—1 8 13
2 _
1 X 3x+2 0. 2 _5x
V2x —1 V x2—6x+5
Correction ¥ [11.0092]
Exercice 2 Fonctions polynéme
Calculer la dérivée des fonctions polynémes suivantes.
1 f(x) =x*42 8. flx) =122 4+3x —5x + 7
2 x) =2x2+3x—5
fx) 9. f(x) = —5x% +2x + 2
3. f(x) =x®+3x—1
o B2
4 fl)=x-1 10. f(x) = ? +3
5. F(x) zg—x
2
11. f(x) =3x —2x* — =
6. f(x) == /) 3
5
1 2
7 f(x):—2x4+gx3 12 f(x):§x2—§x—l
Correction ¥ [11.0093]
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Exercice 3 Puissances négatives
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.
_ 1 4. f(x) =3x">
L fx) = f(x)
) x4
2. = — . = —
f) =2 5. f(x) = 55
3 _ 1 -1
) =57 6. f(x) = —10x
Correction ¥ [11.0094]
Exercice 4 Fonctions quelconques
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.
\/} o 3 5 2
L fx) =5 4f(x)—ﬂ—§x
2f(x):1+x2—1 5 f(x):—l—x—i—\/g
' x ’ 2x
4 1 5
3. f(x) =x —|—;+\/§ 6.f(x):;—rcx—|—1
Correction ¥ [11.0095]
Exercice 5 Fonctions produit
Calculer la dérivée des fonctions produit suivantes
1. f(x) = x*/x 7. f(x) = (x3—3) (x2—3x+1>
1
2. flx) = Z(x+1) 8. f(x) = (x—1)(x+1)(2x —3)
3. f(x) = (2x+ 1)(x —3) 9. f(X) _ (1 _'_x)Z
4. f(x) = 2vVx+1)(Vx—1
f6) = VR o, F3) = (x5
X
6. f(x) = (2+x+3x2) (1-x) 12. f(x) = (1—x)°
Correction ¥ [11.0096]

Exercice 6 Fonctions quotient

Calculer la dérivée des fonctions quotient suivantes.

L f(x) = = 3 () = o
2. fl) = 241 b flo = 23
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Vx x2 -3
5. = . - =
f(x) 1+x 9 f(x) x2+3
2x+1 —xr—x+1
6. = _
f) =573, 0. fx) = — 53—
2x+5 3—x
7. = 11. =
fx) == fl) =7—
1 Vx—1
8. = — =
fo) =553 12. f(x) .
Correction ¥ [11.0097]
Exercice 7
Calculer les limites suivantes.
1. lim x> +2x +3 31 1
x—2 'x1—>mzx2—|—2x+3
2 1
2. lim v/x2 +2x + 3 4. lim T2
x—2 x—=0 x+1
Correction ¥ [11.0098]
Exercice 8
Calculer les limites suivantes.
2 3
X 4 x°—8
1. L 6. —_—
o X = x1—>n}x2—3x+2
> lim X322 +2x+1 )
- lim, P 2 lim X —1;2x—|—1
-1 x*4x
3 qi VX122 o
x—3 x—3 . 193
) x3727 8. 1 7372_9
4. lim x—= X
x—=3 x—23
4 3 2 _
Lo =24+ x+x—1 . 2—x
9. im ———
> )1613(1) x2+x—2 xlgé(x_3)2
Correction ¥ [11.0099]
Exercice 9
Calculer les limites suivantes.
1. lim —3xvx+1 5 lim vx24x—2x

X—+o00

2. lim v4x+1—-2vVx—-1
X—>+00

X—4-00

lim V4x2+1+2x—1
x——00

3. lim vVx2—x+1—x 7. lim VxZ4x—x
X— 400 X— 400

4. Lim x+VaZ+1 8. Em X2+ x+x
X —00 X —00
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9. lim vVx2+3x—-1+3x—4
X—r—00
Correction ¥ [11.0100]
Exercice 10 Prolongement par continuité et limites usuelles
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité a IR tout entier ?
1. f(x) =exp (—1/x%) six #0
2. g(x) =exp(—1/x)six #0
3. h(x) =sin(x+1)In |1+ x| si x # —1.
Correction ¥ [11.0013]

Exercice 11 Prolongement par continuité
Soit f la fonction définie sur R\{—1} par
1+x
X) = —5—
fx) x+1
Démontrer qu'on peut prolonger f par continuité en —1. Préciser la valeur prise en —1 par ce prolongement.

Correction ¥ [11.0012]

Exercice 12

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x? + 6x + 5.
1. Etudier les variations de f sur R.

2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection entre la courbe représentative de f et la droite D d'équa-

1
tion y = Ex—Z.

Correction ¥ [11.0101]

Exercice 13

Etudier les variations sur R de la fonction f définie par

f(x) =3x —4x°

Correction ¥ [11.0102]

Exercice 14

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %

1. Etudier les variations de f sur R.
2. Déterminer les coordonnées du point A, intersection entre la courbe représentative de f et |'axe des abscisses.

3. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe représentative de f au point A.
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Correction ¥ [11.0103]
Exercice 15
Etudier les variations sur | — 2;1[ de la fonction f définie par
—5x2 4+ 4x — 8
fO) = —"F——5—
x*+x—2
Correction ¥ [11.0104]

Exercice 16 Combien de solutions?

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x3 —3x2 — 1. Discuter, suivant la valeur de 2 € R, le nombre de solutions
de I'équation f(x) = a.

Correction ¥ [11.0014]

Exercice 17

Soient a,b,c € IR, montrer que
4ax® +3bx* +2cx =a+b+c

Correction ¥ [11.0015]

Exercice 18
1. Montrer que pour tout X,y réels on a :

|sin(x) —sin(y)| < |x —y|

2. Montrer que pour tout x > 0

HLx<ln(1+x)<x

Correction ¥ [11.0045]

Exercice 19

Etudier I'existence et la nature des branches infines des graphes des fonctions suivantes.
L f(x)=vx
2. f(x) =2xvx—3

X3— X
3. f0) = x-l-i
4. f(x)=vVx—1—-2x+1
R

10 - 33
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Correction ¥ [11.0105]

Exercice 20

Déterminer I'ensemble de définition, puis toutes les asymptotes ou branches infinies des fonctions suivantes, et tracer
une allure de leur courbe représentative (on essaiera d'étudier les variations également quand c'est possible) :

2
x* +xInx 4. fa(x) = /x+Inx
1. - -
hx) x+1
2x+1
3 2
x° —2x"+x ) —
2. o) = ——— 5 f5(%) x—1
x4 -1
3. f3(x) =In(e* +e7%) 6. fo(x) =In(x2 —3x+2)
Correction ¥ [11.0077]

Exercice 21

On donne la fonction f définie sur R par : f(x) = —x* +2x% + 1. On appelle T la courbe représentative de f dans

un repeére orthonormé (O;7,7)
1. Etudier la parité de f.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
3. Calculer la fonction dérivée de f et étudier son signe.
4. Dresser le tableau de variations de f.

5. Tracer la courbe représentative de f.

Correction ¥ [11.0001]

Exercice 22

Soit la fonction définie sur R — {1}, par
o X2+x+1
ox—1

f(x)

On note (Cf> sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1. Montrer que (Cf) admet un centre de symétrie en un point d'abscisse 1 .

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition. Que peut-on en déduire pour (Cf) ?

3. Déterminer trois réels a,b et ¢ tels que :

c
x—1

f(x) =ax+0b+

4. En déduire 'existence d'une asymptote oblique pour (Cf) en +oo.

5. Calculer la fonction dérivée de f et étudier son signe.

6. Dresser le tableau de variation de f.

11-33
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7. Tracer (Cf).
Correction ¥ [11.0001]
Exercice 23
On donne la fonction f définie par
3
X)) = —/—7m—m
fx) x24+2x -3
, et on note (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
1. Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f.
2. Montrer que la droite d'équation x = —1 est axe de symétrie de (Cf). Dans la suite de I'exercice, la fonction
f sera étudiée sur [—1;1[U]1; +oo].
3. Déterminer les limites en 1 et la limite en +00. Que peut-on en déduire pour (Cf) ?
4. Calculer la fonction dérivée de f et étudier son signe.
5. Dresser le tableau de variations de f.
6. Tracer (Cf).
Correction ¥ [11.0003]

Exercice 24

2
. . X .
On donne la fonction f définie par f(x) = 2o i2 et on note (Cf) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes du domaine, en déduire I'existence d'une asymptote horizontale (A)
pour (Cf>.
3. Etudier les positions relatives de (Cf) et de (A).
4. Calculer la fonction dérivée de f et étudier son signe.
5. Dresser le tableau de variations de f.
6. Tracer (Cf).
Correction v [11.0004]

Exercice 25

On donne la fonction f définie par

2x3 +27
flx) = oz

et on note (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

12-33



1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Montrer que la droite d'équation iy = x est asymptote oblique a la courbe en 400 et en —co.

4. (a) Justifier I'équivalence : x > 3 < x3 > 27.
(b) Calculer la fonction dérivée de f.

(c) Etudier le signe de f'.
5. Dresser le tableau de variations de f.

6. Tracer la courbe représentative de f.
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Correction ¥ [11.0005]
Exercice 26
On donne la fonction f définie sur IR par
f(x) = cos2x —2cosx
et on note (Cf> sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
1. (a) Montrer que f est 27r-périodique.
(b) Montrer que f est paire.
2. (a) Montrer que la fonction dérivée de f s'écrit : f/(x) = 2sinx(1 —2cos x).
(b) Etudier le signe de f’ sur [0; 7t].
3. Dresser le tableau de variations de f sur [0; 77].
4. Tracer (Cf> sur un intervalle de longueur 47t.
Correction ¥ [11.0006]

Exercice 27

On donne la fonction f définie sur R par
sin x

flx) =

- 1-—sinx
et on note (Cf> sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1. Montrer que f est définie ssi x # 7 + 2k avec k € Z.

2. Montrer que f est 27t-périodique.

Pour la suite de I'exercice, on étudiera la fonction sur l'intervalle | — 37"; 7L

3. Déterminer les limites de f en :

(a) —3F par valeurs supérieures,

(b) 7 par valeurs inférieures,

4. Calculer la fonction dérivée de f et étudier son signe.

13-33
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5. Dresser le tableau de variations de f
3w 57
6. Tracer (C ) sur | — —; —|.
f ===l
Correction Vv [11.0007]

Exercice 28

On donne la fonction f définie sur R par x — /|x — 1| et on note (Cf) sa courbe représentative dans un repére

orthonormé.

1.
2.

> W

Donner |'expression de f sans valeur absolue sur [1;00] et sur | — o0;1].
Etudier la dérivabilité de f en 1 .

Etudier la fonction sur | — oo; 1].

Etudier la fonction sur [1; +oco].

Dresser le tableau de variations de f sur IR.

Tracer la courbe (Cf).

Correction ¥ [11.0009]

Exercice 29 Une dérivée ... troisieme?

On considére I'application ¢ : ]0, +o0o[ — R, avec

1
@ x> e’ — xex

1. Montrer que ¢ est de classe C3 sur |0, +-oco[. Calculer, pour tout x de ]0, +-oo[, ¢’ (x) et ¢”(x) et montrer que
pour tout x € ]0, +o0],
3x+1 1
" X 1
" (x) =e"+ 5 °
2. Etudier le sens de variation de ¢" et calculer ¢”'(1).
En déduire le sens de variation de ¢', et montrer : Vx € ]0, +o0],
¢'(x) >e
3. Etudier les limites de ¢ en 0" et en +oo.
4. Résumer les informations précédentes dans un tableau de variations.
5. On admet que 2 < ¢ < 3 et que 15 < ¢(3) < 16. Montrer que : Vx € [3,+o0],
¢(x) > ex
Correction Vv [11.0087]

Exercice 30 Des solutions mystérieuses, mais uniques

On s'intéresse aux équations de la forme x3 +mx +1 = 0, ot m est un réel positif fixé.

1. Casm =1.

14 - 33
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(a) Montrer que I'équation x> + x +1 = 0 admet une unique solution dans RR.
Dans la suite de cet exercice, on note a |'unique solution réelle de x> +x +1 = 0.

(b) Montrer que —1 < a < 0.

2. Cas m = 3.

Justifier que I'équation x3 + 3x + 1 = 0 admet une unique solution réelle, et que cette solution est strictement
négative. Vous pouvez vous contenter d'une justification assez bréve, inutile de répéter tous les arguments que
vous avez donnés pour répondre a la question 1.

Dans la suite de cet exercice, on note B I'unique solution réelle de x> +3x + 1 = 0.
3. Il est difficile de trouver une expression explicite de & et §; cependant, leur définition comme solutions d’'équa-

tions nous donne indirectement des informations sur ces nombres. Dans cette question, on va chercher a
exploiter ces informations pour comparer a et B.

(a) Montrer que a® +3a +1 < 0.
(b) En déduire que & < B.
Indication : utiliser la fonction g : x +— x3 + 3x + 1.

4. Exprimer #® comme un polyndme de degré 2 en a (c'est-a-dire, trouver des coefficients a,b,c € R tels que
o’ =an®+ba+c).

Correction ¥ [11.0088]

Exercice 31 Un peu de trigonométrie (mais pas trop)
Soit f la fonction définie par f(x) = tan(x)? + cos(x).

1. Quel est le domaine de définition de f7?

2. Justifier que I'on peut limiter I'étude de f a D = [0, g [U ] g,n}.

3. Montrer que, pour tout x € D, f'(x) est du signe de cos(x).

4. Construire le tableau de variations de f sur D, en y faisant figurer les limites appropriées (justifiez briévement
comment vous les obtenez).

3 3
5. Tracer la courbe de f entre _771? et 77[

Correction ¥ [11.0089]

Exercice 32 Prendre le probléme a la racine

f:xH{\/xHel/x six#0

Soit
0 six =0.

1. Quel est I'ensemble de définition Df de f7?

2. Sur quels intervalles peut-on conclure directement a la dérivabilité de f 7 Sur chacun de ces intervalles, montrer
que sa dérivée peut s'écrire sous la forme

x — 2
r =S )

3. Vérifier que f est continue en 1, puis étudier sa dérivabilité en ce point.
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4. Etude en 0.
(a) Déterminer lim,_,o- f(x) et lim,_,o+ f(x).

. . X . P L P ;
(b) Déterminer lim M Comment interpréter géométriquement ce résultat?
x—0- X

5. Etude en l'infini.

(a) Déterminer les limites de f en —oo et en +oo0.

(b) Déterminer hm f(x) et lim @

——0 X x—+o0 X

6. Résumer les résultats obtenus dans un tableau de variations, et représenter graphiquement f.

Correction ¥

Ecole
supérieure
d’agro-
développement
international

[11.0090]
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Correction de l'exercice 1 A

Correction de l'exercice 2 A

Correction de I'exercice 3 A

Correction de l'exercice 4 A

Correction de I'exercice 5 A

Correction de I'exercice 6 A

Correction de l'exercice 7 A

Correction de I'exercice 8 A

Correction de I'exercice 9 A

Correction de I'exercice 10 A
1. Six — 0, alors —1/x% — —oc0. Puisque limx_; o exp(X) = 0, on en déduit par le théoréme de composition
des limites que lim,_,o f(x) = 0. Ainsi, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
2. Six — 07", le méme raisonnement s'appliquer et lim,_,y+ g(x) = 0. Mais si x — 0, alors —1/x — +o0.
Puisque limy_, ; oo exp(X) = 400, on en déduit que lim,_,q- g(x) = +o0. Ainsi, on ne peut pas prolonger g

par continuité en 0.

3. Par les théorémes généraux, h est continue sur R\{—1}. Par ailleurs, posant u = x+1, on a

sin u

lim h(x) = lim sin(u) In |u| = lim
u—0 u—0

xuln|luf=1x0=0
x——1

Ainsi, on peut prolonger par continuité & en -1 en posant h(—1) = 0.

Correction de l'exercice 11 A

Le numérateur et le dénominateur s'annule tous les deux en —1, et donc on a une forme indéterminée lorsqu'on
calcule la limite de f en —1. Pour lever cette indétermination, on factorise le dénominateur en

Prl=(x+1) (xz—x+l>

pour trouver cette forme, on peut procéder par identification en écrivant

Brl=(x+1) (x2+ax+b).
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On en déduit alors que, pour tout x #= —1, on a

Ainsi,

1

fo) = o

lim,_, 1 f(x) =1/3 et on en déduit que 'on peut prolonger f par continuité en -1 en posant f(—1) =1/3

Correction de l'exercice 12 A

Correction de I'exercice 13 A

Correction de l'exercice 14 A

Correction de I’exercice 15 A

Correction de l'exercice 16 A

La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est f'(x) = 3x?> —6x = 3x(x —2). On en déduit le tableau de
variations suivant :

x —o0 0 2 +o0
f(x) + 0 — 0 +

-1 +o0
fo | T . _—

On peut alors amorcer la discussion suivant les valeurs de a :

Sia > —1, puisque f(x) < —1si x €] —00,2 ], il n'y a pas de solutions a I'équation f(x) = a dans cet
intervalle. D'autre part, f est continue strictement croissante sur |2, 400, et a €]|f(2),lim e f[=] — 5, +-00].
Il'y a donc une solution unique dans lintervalle ]2, +oco[ a I'équation f(x) = a, et donc aussi une solution
unique sur R.

Si a = —1, on fait le méme raisonnement, en remarquant quill n'y a pas de solutions dans ] — oo, 0[ni dans
]0,2. En revanche, on a aussi f(0) = —1. L'équation f(x) = —1 admet donc 2 solutions.

Sia €] —5,—1], alors par le méme argument que précédemment (stricte monotonie et valeur ou limite aux
bornes), on constate que I'équation f(x) = a admet une solution unique sur chacun des intervalles | —
0,0[]0,,2[ et ]2, +oo[. Il y a donc trois solutions a I'équation f(x) = a sur R.

Si a < —5, alors il ne peut pas y avoir de solutions dans lintervalle [0, +oo[ et puisque f est strictement
croissante, continue sur | —o00,0[ avec lim_, f = —oo et f(0) — 1, I'équation f(x) = a admet une solution
unique dans | — o0, 0].

Enfin, si a = —5, on trouve deux solutions, I'une dans | —co,0 [, et aussi 2 .

Correction de I'exercice 17 A

Correction de l'exercice 18 A
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1. Pour x # y. La fonction sin est continue et dérivable sur R, on peut appliquer le théoréme des accroissements
finis sur [x,y] si x <y (ou sur [y, x] siy < x ). Il existe ¢ €]x,y[ (ou |y, x[ ) tel que

sin(x) = sin(y) + (x — y) cos(c)

Donc

sin(x) —sin(y) = (x —y) cos(c)
On prend la valeur absolue
| sin(x) —sin(y)| = |x —y| x [ cos(c)|

Puis comme |cos(c)| <1 on a

| sin(x) —sin(y)[ < |x —y|
Pour x = y l'inégalité est triviale.

2. La fonction f : x — In(1+ x) est continue est dérivable sur RTdonc on peut appliquer le théoréme des
accroissements finis.

Par conséquent il existe ¢ €]0, x| tel que

1 X
(l+x) =In(l) + (x+1-1) x 372 = 377
0<C<X<=>1<1+C<1+X<Z>L<L<1<:>L<i<x
1+x 1+c 1+ x 1+c¢

Carx >0
On en déduit que

X
— <1
oz < n(l+x) <x

Correction de I'exercice 19 A

Correction de I'exercice 20 A

1. La fonction f; et définie sur R%. En 07, la limite de f; est égale & O puisque le numérateur tend vers 0
(rappelons que xIn(x) a pour limite 0 en 0 par croissance comparée) et le dénominateur vers 1, donc il n'y a
pas d'asymptote verticale. Ensuite,

x+Inx
fl(x): 1
1+
donc o
- filx) 14+ 57
1 f— p— x
x_l)l’_‘liloofl (x) = +oo0 et . = %
donc
lim @ =1

x—+o0 X
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Il faut donc calculer
_x+hx—x-1 Inx-1

141 o141

flx) —x

On a donc
lim f(x) —x =400

X—4-00

la courbe de f admet en +oco une branche parabolique de direction y = x. La dérivée de cette fonction vaut

/() = (2x +In(x) +1)(x+1) —x* —xIn(x) x> +3x+1+In(x)
filx) = (x+1)2 - (x+1)2

Pas vraiment évident a étudier, on peut toutefois noter g le numérateur et constater que

1 2x2 1
gf(x):zx+3+;:%

Le discriminant du numérateur vaut A = 8 — 8 =1, il s'annule pour deux valeurs négatives :

3-1 —3+1 1
=1 & m= -

4 2

X1 =

On en déduit que g'(x) est positif sur D¢, donc g y est croissante. Comme la limite de ¢ en 0 vaut —co et que
g(1) =4, la fonction g (et donc la fonction f’ ) s'annule une seule fois, entre 0 et 1 . La fonction f; admettra
a cet endroite un minimum. Voici I'allure de la courbe :

5

2. Unclassique : Dy, = R\{~1;1}. En —1, le numérateur tend vers —4 et le dénominateur vers 0, il y a donc des
limites infinies et une asymptote verticale d'équation x = —1. Par contre, en 1, numérateur et dénominateur
tendent vers 0, on est obligés de factoriser de chaque coté. Pour le numérateur, remarquons que

x3—2x2+x:x(x2—2x+1) =x(x —1)?

donc pour x # 1,
_x(x—1)
falx) = x+1

, qui a pour limite 0 en 1. Pas de deuxiéme asymptote verticale donc. Pour les infinis, on peut utiliser le quotient
des termes de plus haut degré :
x3 fa(x) X

lim fZ(x) = lim 5 = 400 et de méme lim = lim — = 1.
X—r+00 X—+o00 X x—4o00 X x——+o0o X
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Reste a calculer

W24 x— x4 x —2x2 4 2x
fo(x) —x= =
x2—1 x2—1

qui a pour limite —2 en 4-oc0. Conclusion de tous ces calculs : la droite d'équation y = x — 2 est asymptote
oblique a la courbe en 400 et en —co (ou les calculs sont les mémes). Pour le calcul de la dérivée il vaut
évidemment mieux partir de

pour obtenir

/(x) = 2x—1)(x+1)— (x> —x)  x?+2x—1
falx) = (x +1)? (x4 1)2

Le numérateur a pour discriminant A = 4+ 4 = 8, la dérivée s'annule pour

:ﬂ:_l_\/i

—2+2V2
2 = =V2-1

X1 et pour xp

On peut aller jusqu'a calculer

(-1-V2)(=2-v2) _ —4-3v2 _ , 5

fa(x1) = — /5 7

et

(vV2-1)(v2-2) 233

fa(x2) = v

Ce qui permet de dresser le magnifique tableau de variations suivant :

x —c0 —V2-1 —1 V2 -1 +oo
5 (x) + 0 - - 0 +
223 +o0 +o0
fa(x) / \ \ /
. —c0 2v2-3

Et la courbe qui va avec :
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3. La fonction f3 est définie sur IR puisqu'une exponentielle est strictement positive. Il suffit donc de regarder ce
qui se passe aux infinis, et on peut commencer par constater que f3 est paire. La limite en +co de f3 est o0
et de plus

fox) =tn (¢ (1+e72)) =x+In (1+e72)

donc

f3(x) 14 In(1+e %)

qui a pour limite 1 quand x tend vers +o0. Enfin,

fx)—x :111(1_,_3*2?5)

qui tend vers 0 , donc la droite d’équation y = x est aymptote oblique a la courbe en +00. Par symétrie par

rapport a |'axe des abscisses, la droite d'équation ¥ = —x est asymptote oblique en —co. On calcule
, eX — X
f3(x) = ~ 1 x
e +e
qui est positive sur [0; +oco[ (et négative sur | — 00;0], ce qui est cohérent avec la parité). Il y a donc un

minimum en 0 de valeur f3(0) = In(2).
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4. Le domaine de définition est IR* et il y a une asymptote verticale en 0 (limite —oco ). De plus,

, _ falx) _ 1 Inx - falx)
Jm i) =0 e BB = Dok S5 done i 5 -0

Il'y a donc en 400 une branche parabolique de direction ( Ox ). L'étude des variations ne pose ici aucun
probléme et ne nécessite méme absolument aucun calcul : la fonction est somme de deux fonctions strictement
croissantes, elle est donc strictement croissante.

. 1
5. La fonction f5 est définie quand ijfll > 0, donc (petit tableau de signe) sur ] —oo;—z] U]1; 4o0l. En —%, il

n'y a rien a faire, la fonction est définie (et prend pour valeur 0), il ne peut pas y avoir d’asymptote verticale.
Par contre, en 1, il y a bien une limite infinie, donc une asymptote verticale. Enfin, quand x — =00, on a

2x+1

2
x—1 ~

donc

limf5(x) = V2

il y a donc une asymptote horizontale d'équation y = V2. Par ailleurs, les variations de f5 sont les mémes que

celles de
2x +1

x—1

23-33
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(puisque la racine carrée est strictement croissante), qui a pour dérivée

2(x—1) — (2x +1) -3

(x—1)? CE

La fonction f5 est donc décroissante sur chacun de ses deux intervalles de définition.
5=

44

6. Enfin, fs est définie quand x? —3x +2 > 0, c'est-a-dire en-dehors de ses racines évidentes qui sont 1 et 2,
donc Dy, = |—00;1[U]2;+oo[. En 1 et 2, la parenthése tend vers 0 donc la fonction vers —oo, il y a donc
deux asymptotes verticales. En to0, la fonction tend vers +oo, et

f6<x>_1“(x2(1—i+fz>)_21nx+11n( )

124 =
X X x+x2

Tout ceci tendant vers 0, il y a une branche parabolique de direction ( Ox ) de chaque c6té. La fonction In
étant strictement croissante, les variations de fg sont les mémes que celles de x — x> —3x +2, qui a pour
dérivée 2x — 3. La fonction f est donc décroissante sur | —oo; —1 [ et croissante sur |2; +oo].

Correction de I’exercice 21 A

1. Pour tout x € R, —x € R. (On peut aussi dire que le domaine de définition est centré en 0 .)

soit x €R, f(—x) = —(—x)* +2(—=x)2 +1 = —x*+2x2 + 1 = f(x), donc f est paire

2. limy 10 f(x) = limy_s 400 —x* = —00 et par symétrie : limy_, oo f(x) = —o0.

3. f est dérivable sur R et pour tout x € R, on a : f'(x) = —4x® + 4x = 4x (1 — x2). D'une part 4x > 0 <
x >0, d'autre part 1 — x> > 0 < x € [—1;1] (régle du signe du trinéme), ce qui donne :
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—h 1=

Dans un graphique doivent apparaitre toutes les droites dont il a été question dans le sujet, auquel s'ajoutent
les tangentes horizontales.

Correction de I'exercice 22 A

1. Le domaine de définition est centré en 1, de plus pour tout & # 0, on a :

1 1T[A+h)?+04+h)+1  (1-h?+(1-h)+1
1 '3+3h+h2+33h+h2}
2| ok —h
_1'3+3h+h2—3+2h—h2}_1x6h_3
2| h 27 h

Donc le point () de coordonnées (1;3) est centre de symétrie de (Cf>.

2. o limy sieo f(x) =limy 400 X; = limy— 400 X = 400 et par symétrie, limy_, o f(x) = —o0.

o lim,_,; (x2 +x+1) =3etlim,,; x—1 =0T, donclim,_,1 f(x) = 400, et par symétrie : lim, < f(x) =
—09Q.

3. Pour tout x # 1,
c (ax+b)(x—1)+c ax*+(b—a)x+c—b

ax+b+x_1: x—1 x—1
a=1 a=1
, en identifiant le numérateur de cette fraction avec celui de f(x), on obtient: ¢ b—a=1 &< b=2 ,
c—b=1 c=3

donc f(x) = x +2+4 2.
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4. limy_, 400 727 = 0, donc limy, oo (f(x) — (x +2)) = 0 et la droite ( d ) d’équation y = x + 2 est asymptote
a la courbe en +-oco.
Puisque Q) € (d), nous pouvons déduire que (d) est aussi asymptote a (Cf) en —oo.

5. Pour x # 1, f est dérivable comme quotient de deux polynémes, et :
(2x4+1) (x—=1)— (¥24x+1 2 oyl
fl(x) = (x,l)g ) = x(xfic)zz-
Pour tout x # 1, (x —1)2 > 0, donc f’(x) est du signe de x> — 2x — 2, polynéme ayant pour racines 1 —+/3
et 1+ /3 qui, d'aprés la régle du signe du trinéme est positif ssi x €] — c0; 1 — v/3[U]1 + v/3; +-o0].

T —00 1—+v3 1 1++3 —+00
HE) + 0 - - 0 4
3-— 2\/§ +00 —+00

—00 —00 3+ 2\/§

e
%

S
W
oy 4+

Correction de I'exercice 23 A

1. f est définie ssi x> +2x —3 # O ssi x # 1 et x # —3, donc Df=R~—{-3;1}.

2. Dy est symétrique par rapport a 1, et pour tout h # £2, on a :

_ 3 _ _3
f(=1+h) = (—1+h)2+2(=1+h)-3 ~ h2—4'
3

_ 3 _
et f(1+h) = A+h2r2(i+h)—3  2—4
Donc f(—1+h) = f(—1 —h) et la droite d'équation x = —1 est axe de symétrie de (Cf).

3. e limyc;x® +2x —3 = 07, donc lim,<; f(x) = —oo, d'autre part : lim, ,; x> +2x — 3 = 0F, donc
(Cf) admet une asymptote verticale d'équation x = 1.

Remarque : Le signe ( 0T ou 07) est facile a déterminer ici, cela serait plus compliqué avec par exemple :
2
x° —2x.

o limy s o0 x% +2x —3 = 400, donc limy_, 4 oo f(x) =0, (Cf> admet une asymptote horizontale d'équa-
tion y = 0 en +oo0.

—3(2x+2)

4. f est dérivable sur Dy, et pour tout x € Dy : f'(x) = T Le dénominateur étant strictement positif,
X X—

flx)>0e -3(2x+2) >0 x< —1.5.
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T -1 1 400
fl@)] 0 — -
3 oo
—00 0
5.
2 -
6 —4 -2 2
_a 4
Correction de I'exercice 24 A
1. Le polyndme x2 — 2x + 2 a pour discriminant A = —4 < 0, donc ce polyndme ne s'annule pas sur R et le

. Pour étudier les positions relatives de (Cf) etde (A), ] 'étudie le signe de f(x) — 1. f(x) —1 =

. f est dérivable sur R et f'(x)

domaine de définition de f est R.

2

Climy e f(x) = limx_>+oo§—§ = 1, de méme limy, o f(x) = limy, z—z = 1, donc (Cf) admet une

asymptote horizontale d'équation y =1 en 400 et en —co.

2
R S =
x2—2x+2 1
2x—2
x2—2x+42°

Pour tout x € R,x> —2x+2 >0, donc f(x) —1>0«2x—2> 0« x > 1. Donc (Cf) est au dessus de

son asymptote sur [1, +-00] et elle est en dessous sur | — oo; 1].

_2x(x2-2x42)—x2(2x-2) _ 2x(2—x)
o (x2—2x+2)? T (a2-2x42)%
surR, f/(x) >0 2x(2—x) >0 x € [0;2].

2 . .
(x2 —2x +2)” étant strictement positif

T —00 0 2 400

['(z) -0+ 0 —

/@) 1\0/2\1
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Correction de I'exercice 25 A
1. f est définie ssi 2x% # 0 ssi x # 0, donc Dy =R*.
2. limy s f(x) = limyy— oo % = limy_,_co X = —00, de méme limy_ o f(x) = limy_y 400 ¥ = +o00.

lim,_( (2x3 + 27) =27 . _ . ) .
lim,_,02x2 = 0F donc }Cli%f(x) = +-o0. (a gauche et a droite)

3 . . .
3. Pour tout x # 0, f(x) —x = 2"2—;527 —x = % or hmx_>+oo% = llmxa_w% = 0, donc la droite

d'équation y = x est asymptote oblique & la courbe en 400 et en —oo.

(a) La fonction x — x3 étant croissante sur R, ona: x >3 < x3 > 3% < 13 > 27.
(b) f est dérivable sur R* et pour tout x # 0,

- 6x2 % 2x% — (263 427) x 4x  x (x% —27) x 4x

/!
flx 4x4 x4
T —00 0 3 +oo | |z —00 0 3 +o00
T - 0 + ‘ + (
x? — 27 — -0 +
z* + 0+ | +
f(z) + [ - 0 +

Correction de l'exercice 26 A

1. Le domaine de définition est IR, donc pour tout x € R,x +2mr € R et —x € R.

28 - 33



‘ Ecole
supérieure
= d’agro-

. développement
ISstom international

(a) Pour tout x € R, f(x + 27) = cos(2x + 47) — 2cos(x + 27) = cos2x —2cosx = f(x), donc f est
périodique, de période 27t.

(b) Pour tout x € R, f(—x) = cos(—2x) —2cos(—x) = cos(2x) —2cosx = f(x), donc f est paire.
2. (a) f est dérivable sur R et pour tout x € R :
f'(x) = —2sin2x 4 2sinx = —4sinxcosx + 2sinx = 2sinx(—2cosx + 1).

(b) Pour tout x €]0; 7t [,sinx > 0, donc f'(x) est du signe de 1 — 2 cos x.
Remarque : on a f'(0) = f'(7r) = 0.
Or, pour x € [0,71],1 —2cosx > 0 < cosx < % A= [%;n].

T 0 3 T

ff@]0 — 0 + 0

—1 3
f(z) .

=
3__
2__
1__
-2 —32 —T T B 3 T T 2

o1

Correction de I'exercice 27 A

1. f est définie ssi 1 —sinx # 0 ssi sinx # 1 ssi x # T + 2kt avec k € Z.

2. pour tout x # F + 2k, f(x +2m) = 1i’$f(;ri§2t) = 80X — £(x), donc f est 27-périodique.

3. (a) limx_>_37n sinx =1 et limx_>_37n 1 —sinx = 0"donc limx_>_37n f(x) = +oc0

(b) lim <z sinx =1etlim 7z 1—sinx = 0¥donc lim,. x f(x) = +o0

4. Pour tout x €] — 37”; Z1, f est dérivable et

F(x) = cosx(1 —sinx) —sinx(—cosx)  cosx
B (1 —sinx)? (1 —sinx)?’
3
(1—sir1x)2 >0, donc f'(x) >0 < cosx >0& x e} — ;;—7;] .

c |-% -3 ;
f'(=) - 0 +
+00 +o0o
f(z) \ 1/
32
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Correction de I'exercice 28 A

L. Sur [1;00[, f(x) =x —vx—1etsur | —oo;1], f(x) = x — /1 —x.

2. limy oy L2 = g,y =TT i, 1 - L = o
et lim, < f()f()—hm<1 vl"1—hm<11——V11"—hm,(<11—i—\/7 +00.

Donc f n'est pas dérivable en 1.
En fait, une seule de ces limites était suffisante, mais j'ai mis les deux pour que vous puissiez apprécier le
changement de signe a la derniére étape de la deuxiéme limite.

3. Sur]—oo;l],f(x):xf\/lfx On a: limy o /1 —x = +o00, donc limy_; o f(x) = —

Et f/(x)=1— ﬁ 1+ \/L qui est positif sur | —oo; 1[, donc f est croissante sur cet mtervalle

4. Sur [1;4oo[, f(x) =x—+/x—1.0na: f(x) = x— xz(%—i> :x<1— %—%)-(\/xi:x car

x> 0)

Or limy 1o @/% - iz =0, donc limy_; o f(x) = +oo0.

Et f'(x) =1 - 57— 2”%_1;1.
Pout tout x €]1; +oo[

Vi—1>0et2/x-1-120&vx-1 —1z1ex>3
—00 1 5 +00
JHE) + =0+
1 +oo
@ N,
5. - t 4
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Correction de l'exercice 29 A

Correction de I'exercice 30 A

Correction de l'exercice 31 A

Correction de l'exercice 32 A
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Wolfram|Alpha est un moteur de recherche scientifique, une superbe =] =
* calculatrice a tout faire. Disponible sur le navigateur mais également L 2
sur mobile avec une application téléchargeable sur Google Play et I'App
WolframAlpha  Store. =]

Etudiez en musique !
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https://www.wolframalpha.com/
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.wolfram.android.alphapro&hl=en&pli=1
https://apps.apple.com/us/app/wolframalpha/id548861535
https://apps.apple.com/us/app/wolframalpha/id548861535
https://www.wolframalpha.com/
https://open.spotify.com/playlist/0KZGwpcrKkFicSRuAJ3CQ4?si=4670e9f1df6749e5
https://open.spotify.com/playlist/0KZGwpcrKkFicSRuAJ3CQ4?si=4670e9f1df6749e5
https://deezer.page.link/TxLR2fALBsRhxWnY9
https://deezer.page.link/TxLR2fALBsRhxWnY9
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PrOmMOLION, GrOUPE & o o

Auteurs de ces notes de cours

D’aprés un cours de Arnaud Bodin.
Revu et augmenté par Antoine Géré.
Relu par (coming soon).
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