Ecole
supérieure
d’agro-

. développement
Istom international

Intégrales multiples

Antoine Géré

Année 2024 - 20251

Ces notes sont en cours d'élaboration. Si vous avez la moindre question ou remarque ne pas hésiter
a contacter par mail : a.gere@istom.fr.

Résumé

Vous connaissez les intégrales de fonctions d'une variable (parfois appelée intrégrales simples). Le but de ce
chapitre est de définir une notion d'intégrale pour les fonctions de plusieurs variables. L'une des nouveautés est
la richesse des domaines sur lesquelles on peut intégrer. En effet, le domaine d'intégration d'une intégrale simple
est toujours un intervalle (ou une union d'intervalles). Par contre, on peut intégrer une fonction de deux variables
sur un rectangle, un disque, un domaine entouré par une courbe compliquée (on parle d'intégrales doubles).
On peut intégrer une fonction de trois variables sur une sphére, un cylindre, un céne, un ellipsoide, etc. (on
parle d'intégrales triples). Des intégrales de fonctions de plusieurs variables interviennent dans toutes sortes de
problémes en physique.
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4 Exercices 24

1 Intégrales doubles

1.1 Domaines d’intégration

Dans le cas des intégrales double les domaines d'intégration sont des sous-ensembles de IR?. La premiére chose a
faire est donc de décrire ces domaine de R? de facon judicieuse. De multiples possibilités s'offrent & nous. Nous
allons dans un premier temps nous intéresser a deux types spécifique de description, ou autrement dit de balayage
du domaine : le balayage vertical puis le balayage horizontal.

Définition 1 (Balayage vertical).

AV:{(X,]/)EIRZ |a<x<b, u(x) Sygv(x)},

ol u et v sont continues et derivables de [a,b] dans R.

P
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Ici dans le balayage vertical I'abscisse varie entre deux valeurs fixes a et b, tant dis que |'ordonnée y varie entre deux
valeurs variables u(x) et v(x).

Définition 2 (Balayage horizontal).

Ay ={(xy) eR? [c<y<d, s(y) Sx<Hy)],
ou s et f sont continues et derivables de [c,d] dans R.
'S \
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Ici dans le balayage horizontal I'ordonnée y varie entre deux valeurs fixes c et d, tandis que I'abscisse x varie entre
deux valeurs variables s(y) et t(y)
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1.2 Calculs d’'une integrale double avec les deux types de balayage

Définition 3 (Balayage vertical).
Pour (x,y) € Ay, cest adirea < x <betu(x) <y <wv(x), on écrit

//Avf = //AV fx,y) dxdy = /ﬂh (/uz(;ij)f(x,y) dy) dx.

On sait que si f est continue, positive, et derivable sur [a,b], alors

b
A:/ F(x) dx
a
est |'aire de la region du plan
A:{(x,y)e]R2|a§x§b, Ogygf(x)}.

Oron a

(%)
s = [ ay

A—/b(/f(x)d >d — /[ dxa
=\ y ) dx = A xdy.
On definie l'aire d’un d'un domaine A de R? par
A(A :// 1.
@)= ],
Exemple 1.

Soit p > 0. On considere le domaine A definie comme

A:{(x,y)e]R2 (ogxgg,ogyg\/zﬁ},

Calculons I'aire de ce domaine par balayage vertical. On note A I'aire du domaine A.

donc I'aire considerée est egale a

g EEEE <
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Définition 4 (Balayage horizontal).
Pour (x,y) € Ay, c'est adirec <y <dets(y) <x <t(y), on écrit

//AHf= 5, ry) dxdy = /Cd (/S;(j)f(x,y) dy) dx.

Exemple 2.
Soit p > 0. On recalcule I'aire du domaine A de |'exemple précedent avec cette fois un balayage horizontal. On note
de nouveau A l'aire du domaine A.

On a alors
P 5 Plp y2 P y3p P2 P2 P2
A—//Aldxdy_/o (/ﬁ dx>dy_/0 <§_5> dy_[i _@]0 s

1.3 Théoremes de Fubini

Formalisons ce que nous venons de voir.

Théoréme 1 (Fubini, ler cas).
Soit f : R — R une fonction continue definie sur A = [a,b] x [c,d]. On alors

J[ £y dx dy=/ab (/Cdf(x,y) dy) dx:/cd (/abf(x,y) dx) ”

Si f peut s'ecrire comme le produit de deux fonctions tels que

flxy) = g(x) x h(y),

4-43
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alors
) dx d )d h(y) dy.
s = [, 000 5= [ < [
Exemple 3.
Soit f(x,y) = xcos(y), avec
T
= 1[0,1] x [0 E} .
On a alors
dx d dx d ! d /2 J 1, ! . r 1
Jlmaxay=[f o eosty) vy =[x [eosty) dy = |32] < int)f =
Exemple 4.

Soit f(x,y) = x?y — 1, avec
A=[-1,1] x [0,1].

//fxy dx dy = //[11 o 2y 1) dx dy
:/_ (/ (x%y — 1) dy)dx

()

-

//Af(x,y) dx dy = —§

Théoréme 2 (Fubini, 2éme cas).
Soit une fonction f de R? dans R, continue et definie sur un ensemble borné A quelconque.

On a alors

e Pour tout (x,y) € A, il existe des valeurs a,b € R tels quea < x <b
e Pour tout x € [a,b], il existe c(x) et d(x) tels que c(x) <y < d(x),

de telle sorte que
A= { (x,y) €R? | x € [a,b], y € [c(x),d(x)] }

On peut egalement decrire A de la facon suivante.

e Pour tout (x,y) € A, il existe des valeurs c,d € R tels quec <y <d

e Pour tout y € [c,d], il existe a(y) et b(y) tels que a(y) < x < b(y)

de telle sorte que

A={(xy) e R |yeled), xaly),by) }.

//fxy dx dy = / < o f(xy) dy> dx:/cd (/;y(?)f(x,y) dx) dy.

On a alors
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Exemple 5.
Soient f(x,y) = x%y, et A la partie du plan xOy délimitée par I'arc de parabole y = x2, et la droite y = 1.

On peut alors écrire

Par conséquent, on a :

1.4 Proprietés

Pour calculer les intégrales doubles, on utilise les proprietés suivantes.

Proposition 1.
1) Pour tout A,y € R on a

//D (A fxy)+uglxy)) dxdy = A//Df(x,y) dx dy + u//Dg(x,y) dx dy.

2) SiD =DyUD, et D1\ Dy =@ ou courbe, alors

//Df(x,y) dx dy = //le(x,y) dx dy+//sz(x,y) dx dy.

3) Sif(x,y) < g(x,y) pour tout (x,y) € D, alors

//Df(X,y) dx dyS//Dg(x,y) dx dy.

4) Nous avons l'inegalite suivante

‘//Df(x/y) dx dy' < //D f(x,y)| dx dy.

6 - 43
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5) Si D est symetrique par rapport a I'axe des abscisses, c'est a dire pour tout (x,y) € D f(x,—y) = f(x,y),

alors em posant
Ay ={(x,y) €Ay >0}

//Afzz Alf'

on a

1.5 Changement de variables

Théoréme 3 (Changement de variables).
Considerons I'intégrale

//Df(x,y) dx dy

(x,y) = (a(u,0),bu,0)).

Pour exprimer I'integrale en termes de la fonction

8(u,0) = f(a(u,v),b(u,0))

, il faut exprimer D et le produit dx dy en termes de (u,v).

et un changement de variables

e Le domaine D se transforme en le domaine

A= {(u,v) €R?*| (x,y) = (a(u,v),b(u,0)) € D}.

o Les elements dx et dy se transforment comme
dxdy = |det (J(u,v))| dudv

ou det (J(u,v)) est le déterminant de la matrice Jacobienne

o o
| ou Jv
J(u,0) = oy
Ju Jv
Donc on a
//Df(x,y) dx dy://Ag(u,v) |det (J(u,v))| du do.
Exemple 6.

On considere le domaine A definie comme

xz 2
A:{(x,y)ele, a—2+%§1}

avec (a,b) € R x R%.
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Z, donc x = au et y = bv. On a alors

b
|det (J(u,0))| =
car a et b sont positifs. De plus A se transforme en le domaine D definie comme suit

D= {(u,v) ER?, u*4+0* < 1}.

X
Onposeu=—etv=
a

=laxb—0x0|=|axb|=ab

On se retrouve a calculer I'aire du disque centre en I'origine et de rayon 1. On alors d'apres le theoreme precedent
// dx dy = // J(u,v) du dv = ab// du dv = mab
A D D

Exemple 7.
Considerons l'integrale

1://2dd
| xdxdy

A= {(x,y) €ER?, 242 < 1}.

avec

On a une symetrie par rapport au axes des abscisses et ordonnées.

//szdxdy=2/_11 </Omx2dy> dx

1
=4/ x2V/1 — 22 dx
0

8-43
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On effectue le changement de variable x = cos(t). On a alors dx = — sin(t) dt.
. pourx=00nat=§.

mpourx=1onat=0.

Donc

I—4 /0 % 0s2(1)1/1— cos (1) sin(t) dt

—4 /0 ? cos?(t) sin?(t) dt
- / ® sin2(2t) dt
0
==

4

Cas des coordonnées polaires

nsiderons |'integrale
Considerons |

//Df(x,y) dx dy

et lw changement de variables en coordonnées polaires
(x,y) = (rcos(6),rsin(9)).

Pour exprimer I'integrale en termes de la fonction g(r,0) = f(rcos(8),rsin(6)), il faut exprimer D et le produit
dx dy en termes de (7,0).

a Le domaine D se transforme en le domaine

A={(r,0) e R?| (x,y) = (rcos(f),rsin(f)) € D}.

m Les elements dx et dy se transforment comme

dx dy = r dr df.
Exemple 8.
Calculons
I= // (x* +y?) dx dy
D
avec

Dz{(x,y)ele, x2+y2—x§0, x2+y2—y20, yzo}.

9-43
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On effectue un changement de variable en coordonnées polaires donc
x=rcos(f) y=rsin(0) et dxdy=rdrde.
Le domaine D devient

X24y?—x<0 < rP—rcos(f) <0 < r—cos(f) <
24P —y>0 < P —rsin(d) >0 < r—sin(f) >
y>0 & rsin(f) >0

0
0

Avec les deux premieres inegalite nous pouvons ecrire
sin(f) — cos(0) < 0 < sin(8) < cos(6).

On a alors
sin(f) <r<cos(f) et 0<6<

-
[ )
J (Lo 7or) e

/0 i (cos*(0) —sin(0)) do

/Z cos(20) de
0

S

Donc

(x* +y?) dx dy

S

IR TN

I =

1.6 Application au calcul du volume d'une boule

Volume de la boule en coordonnées cartesiennes
Le volume de la boule B = {(x,y,z) € R® | x> +y* + 2% < 1}

est deux fois le volume de la demi boule

BN ={(xy,2) e R’ [’ +y? +2 <1, y > 0},

comprise entre le plan xOy et le graphe de la fonction z = /1 — x% — y2. On a alors

VIB:Z//1/1—2—2d dy, o D={(x1y) €R2|2+12<1).
ol(B) . x2 —y*dx dy, ou {(x,y) | ¥ +y” <1}

10 - 43
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On peut décrire D comme |'ensemble
D= { (x,y) eR*|x€[-11], ye [ V1—2x2V1—x2] },
donc on a
Vol(B _2/ dx/ Vi1-22 -2 d
el y Y
= 2/ dx / \/
V1—x2
Avec le changement de variable ¥y _ sint, on a
& V1—x?
~V1-R2<y<y/1-x2 = -1<sint<1 =— ggtgg,

et

2 / 2
1yx2 —sin’t — 1_1yx2 = V1 —sin?t = Vcos?t = | cost| = cost

pour t € [=7, Z]. On a egalement
y=V1-—x?sint = dy=+1—x?costdt.

/2
En sachant que 2/ cos? t dt = 7T, on a alors
—/2

1 /2
Vol(B) :2/ (1— x?) dx / cos t dt
-1 —t/2
1
=7 / (1—x2) dx
-1
1
= [x - 1x3]
3 14
4

Vol(B) = =~

Volume de la boule en coordonnées polaires.
Pour B = {(x,y,z) € R® | x2 + y* 4+ z* < 1}, calculons

Vol(B) =2 1—x2—y2dx dy, o D= {(x R2 | x2+1y2 <1,
ol(B) //D\/ x2—y*dxdy,  ou {(xy) eR* | x* +y* <1}

avec le changement de variables en coordonnées polaires,
(x,y) = (pcos ¢, psin ).

11 - 43



=

istom

Puisque
24yt = p?
on a
\/1_x2_y2: \/1—p2
et

(0, 9) € [0,1] x [0,27].

En sachant que

dx dy =pdp de

et en utilisant le theoreme de Fubini pour separer les variables, on a

1 27T
VIB:Z// ,/1—2dd:2/ 1—2d/d.
ol(B) 011 027 p? pdp do | prpdp | de

L'intégrale en ¢ est simple

21 27

; do = [¢],” =2m.
Pour I'autre, si on pose t = 1 — p? on a
p=0 = t=1 et p=1 = =0,
\/::\ﬁ:tl/zl
dt = —2pdp — pdp:—%dt,

et on obtient enfin

2 0
Vol(B) = —5 27 / t/2 dt
1

1
=27 / 12 gt
0

1
3+1 .

27371
=3,
Vol(B) = —-.
2 Intégrales triples

2.1 Calculs d’'une integrale triple sur un compact elementaire

Sommation par pile

Ecole
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On appelle compact de R3 toute partie fermee et bornee de IR. On appelle compact elementaire de IR? toute partie

A de R? pouvant etre definie par :

Définition 5 (Sommation par pile).
Pour (x,y,z) € Ay, avec ce domaine defnie comme

A = {(x,y,z) eR3 | (x,y) €D et u(x,y)<z< v(x,y)}

//Alf = / A f(x,y,2) dxdydz = //D (A:if;?)f(x,y,z) dz> dxdy.

12 - 43
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Cas particulier.

Soit f une fonction positive et continue sur D. L'integrale

/ /D f(x,y)dxdy

est le volume de

A = {(x,y,z) €ER®| (x,y) €D et u(xy)<z< v(x,y)}

or

fxy)
flx,y) = / 1dz

0

donc le volume de Aq est

1 dxdyd.
Jlf, et

Sommation par tranche

On appelle compact de R? toute partie fermee et bornee de R3. On appelle compact elementaire de R3 toute partie
A de R3 pouvant etre definie par :

Définition 6 (Sommation par tranche).
(x,y,2) € Ay, avec ce domaine defnie comme

Ny = {(x,y,z) eR3 la<z<b, (xy)€ DZ},

// Azf - /: ( / bt (x,y,2) dxdy> dz.

on a

2.2 Theoreme de Fubini

Théoréme 4 (Theoreme de Fubini (1)).
Si
Q= a,b] x[cd] x[eg]

est un parallélepipéde, alors

S ez axayaz = [Cax [Cay [z pixz)

dans l'ordre qu’on veut.

Exemple 9.

13- 43
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:/j{éyyzz]jj dz
:/23(2—4z—1+z>dz
2/23(%—32)(12
(-3
37 2 1

3 2 3 2
_1_bB

3 2

43
T 6

Théoréme 5 (Theoreme de Fubini (2)).

Si
QO={(xy2) €R | xeabl yelc(x)dx)] z € [e(xy),gxy) |

est un ensemble borné quelconque, alors

///Qf(x,y,z) dx dy dz = /ab dx /CZ:C) dy /E(gx(a;;/) dz f(x,y,z)

(ordre forcé).

Exemple 10.
Si Q) est le cylindre plein, de base le disque

D={(x,yz) e R |+y* <1, z:O}
et de hauteur 3, on peut écrire

Q:{(x,y,z)GIR3|x2+y2§1,O§z§3}

={(0y2z) eR|xe[-1L1], ye[-VI-2V1-22], z€ [0,3]}

14 - 43
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et donc

//Q(l—Zyz) dx dy dz = /3dz/ (1—2yz) dx dy
/ ax / 11_x:z(1 —2yz) dy

X
[ef [ yz}j;f;dx
-
X

/ V1—x2— (1-x2)z4+ V1 —x2+(1—2%) )d
/2\/1—x2dx

/2
3/ 2cos?t dt
3

/2

2.3 Changement de variables

Considerons I'intégrale

///D f(x,y,2) dx dy dz

(x,y,2) = (a(u,v,w),b(u,v,w),c(u,v,w)).

et un changement de variables

Pour exprimer I'integrale en termes de la fonction
gu,v,w) = f(a(u,v,w),b(u,v,w),c(u,v,w))

, il faut exprimer D et le produit dx dy dz en termes de (u,v, w).

e Le domaine D se transforme en le domaine

A={(u0w) e R?| (x,y,z) = (a(u,0,w),b(u,v,w),c(u,0,w)) € D}.

o Les elements dx, dy et dz se transforment comme
dxdydz = |det (J(u,v,w))| dudvdw

ou det (J(u,v,w)) est le déterminant de la matrice Jacobienne

Jox oJx Ox
ou Jdv ow
](u, v, w) = al al al
Ju oJv OJw
dz 0Jz 0z
ou v ow

On arrive finalement au théoréme suivant.

Théoréme 6 (Changement de variables).

///Df(X,y,z) dx dy dz:///Ag(u,v,w) |det (J(u,0,w))| du dv dw.

15 - 43



Théoréme 7 (Changement de variables en coordonnées cylindriques).

Si
x =rcosf
y =rsinf
z=12z

alors dx dy dz devient r dr df dz

Exemple 11.
Calculons
I= // /f(x,y,z)dxdydz
D
ou
D= {(x,y,z) |0<z< 1,x2+y2 < zz}
et

f(xy,2) = [xyz|

Le domaine D est invariant par rotation d'axe Oz. On utilise les coordonnées cylindriques.

x=rcost, y=rsint, z

Le dessin suivant représente |'intersection de D avec le plan rOz.

Le céne d'équation cartésienne

24yt =22

a pour équation cylindrique ¥ = z. On intégre donc sur le domaine
A={(rtz) |0<r<z<1l-—nmn<t<m}

et
2

f(rcost,rsint,z) = r* | costsint|z = %| sin 2t|z.

3
I:/// f(rcost,rsint,z)rdrdtdz:/// %|Sin2t|zdrdtdz_
A A

Donc
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Lorsque (z,t) est fixé dans A; = [0,1] x [—7t, 7t], la variable r est comprise entre 0 et z. On calcule tout d'abord

z 3 A r=z. 5
I;(z,t) :/0 E|sin2t|zdr: [8|sin2t\z] . = —|sin2t|.

I — // Ir Z,t dZdt.
( )

16 - 43
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Comme les variables se séparent, on a immédiatement

U 155
I= (/ |sin2t|dt> (/ ,dz)
—7T 0 8

Comme la fonction qui a t associe |sin2¢| est de période 77/2

T /2 ’
/ | sin 2¢|dt = 4/ sin 2tdt = [~2cos2t]7/% = 4
—7T 0

1 1
5
dz = -

/Ozz g

I=—
12

Par ailleurs,

d'on

Théoréme 8 (Changement de variables en coordonnées spheriques).

Si

X =7 sing cosf
y=r sing sinf
Z =171 COSQ

dx dy dz devient 1> sin ¢ dr df do

Exemple 12.
Calculons

I:///Df(x,y,z)dxdydz

ol D est le domaine intérieur a la spheére de centre O et de rayon 1, et extérieur au céne de révolution d'axe Oz et
de demi-angle au sommet 71/3, et

x2+y?
fon?) = a i

On utilise les coordonnées sphériques

x =psingpcos, y=psingsinh, z=pcos¢

Le dessin suivant représente une coupe suivant (Oz) de D

— T
- —
- "
- -
.
P .
/-
s \\
\
/™~ e
/! .\\._\_\ - - \'\
/ Ry TI'I/{3 o
/ . | e
| ey “‘\\ ’_’_.—’ \
| T P II
| g |
| ’/d' '».\_\ II
T .
II - -~ \"-\ II 1 r
\ _,"/ Ry
\ ’//, . |
1) - ., /
b o~ o /
\./t' T .
\\ //
~,
™, e
\\ rd
. ey
. .
\“"--\. '_,/
— —
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On intégre sur le domaine
T 271
A =]0,1 2 z =
0,1] [0, n]x[3, 3]
et
f(osingcosB, psing@sinb, pcos @) = sin® @
Alors
I= /// f(pcos b cos @, psinb cos @, psin ¢)p? sin pdpdfd g = /// p? sin® pdpdfd g
A A

Comme les variables se séprent, on a immédiatement

= (/Olpzdp) </02ﬂd9) (/:gsinsq)d(p>

3
2

3

2t | 1 3
=3 [12 cos (3¢) — 708 (go)}
T

3 Applications

Si D est un domaine borné de R?, I'intégrale

//Ddx dy

represente le volume de la portion d'espace comprise entre le graphe de la fonction constante f(x,y) =1 et le plan
xOy. Ce solide est un cylindre de hauteur 1 et de base D, son volume est donc égal a I'aire de D multipliée par la
hauteur, qui vaut 1.

Proposition 2 (Aire).
Soit D un domaine borné de R2.

e En général, on a
Aire(D) = // dx dy.
D

e Si D est la portion du plan comprise entre I'axe Ox et le graphe d’une fonction positive
fila b — R,

c'est-a-dire si
D={(xy) eR*|xelab], yelof(x)]}

alors on a :

Aire(D) = / ! Flx) dx.

En effet, si
D={(xy)|x€lab], yel0,f(x)]},

on a

f(x)

Aire(D)://l)dxdy:/ab/()f(X)dydx:/ub([y]o ) dx:/abf(x) dx.
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Calculons I'aire du domaine D de IR? délimité par les courbes d'équation

y=x>+2x+1 et y=x>+1.

D'abord on dessine le domaine D : la courbe y = x> + 1 n'est rien d'autre que y = x> translaté vers le haut de 1,

et la courbe y = x?

+2x 41 = (x +1)? est une parabole orientée vers le haut et centrée au point x +1 = 0 et

y =0, c'est-a-dire au point (—1,0). Les deux courbes se rencontrent aux points (—1,0) et (0,1).

On a donc

Donc

Exemple 14.
Calculons l'intégrale

N/

D={(xy) €R*| ~1<x<0, P+2x+1<y<++1}.

x +1 0 x3+1
Aire(D // dx dy = / /2 dy dx—/ {y} dx
+2x+1 -1

x242x+1

0
:/1(x3+1—x2—2x—1) dx:/1(x3—x2—2x) dx

1 1 0
_ [x4 . 7x3 o xZ]

45 73 .
=0 (-1 3 (-1 + (17
Aire(D) = %

//D(x2 —2y) dx dy,

ou D est le domaine de I'exercice précédent.

¥+1
// x? —2y) dx dy = / / (x* —2y) dy dx
242x+1

3
_ Rk +1
- /;1 [x y—y :|x2+2x+1 dx

:/O (xz(x3+1)—(x3+1)2—xz(x2+2x+1)+(x2+2x+1)2) dx

0
:/ (—x6+x5+6x2+4x> dx
-1

:[ ;x +2x +2x3 4+ 2x2 }O
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Proposition 3 (Volume).
Soit O un domaine borné de R3.

e En général, on a
o Si () est la portion d’espace comprise entre le plan xOy et le graphe d'une fonction positive
f:DCR> —R,

c'est-a-dire si
Q={(xy2) | (xy) eDCR? z€0,f(x,y)] },
alors on a

Vol(Q)) = //Df(x,y) dx dy

En effet, si
O={(xvy2)|(xy) eDCR ze[0,f(xy)] },

on a

VoI(Q)://de dy dz
://D </Of(x’y)dz)dxdy

flxy)
://D<{ZL )dxdy

Vol(Q)) = //D fx,y) dx dy.

Exemple 15 (Volume de la boule en coordonnées sphériques).
En coordonnées sphériques, la boule

B={(xyz2) eR| 2+ +22<1}

devient
B'={(r,¢90)|re0,1], pe0,27] 6€[0,n]},
et, puisque
dx dy dz = r*sin 6 dr dg db,
on a

Vol(B) = //de dy dz
- ///[O,l]x[O,Zn[x[O,n] rsin dr dg d

1 27 T
:/ err/ dgo/ sin@ 46
0 0 0
1

=3 27 [ —COSG}:

Vol(B) = 4?".

Proposition 4 (Quantités totale et moyenne).

Si f > 0 denote la concentration d’une matiére (densité volumique) dans un volume QO C R3, ou la densité d'un
courant ou d’une énergie, alors

la quantité totale de matiére / courant présente en Q) est egale 3

///Q f(x,y,z)dx dy dz.
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la quantité moyenne de matiére / courant présente en () est egale a

VO&Q) ///Q f(x,y,2)dx dy dz.

Exemple 16.
Un matériau est distribué dans le cube Q = [0, R]? selon la densité volumique

flxy,z) = %

La quantité totale du matériau est alors

R+1
=il (e ar]y) iv= g f) (e 3 )an
R

1 1 R R /1 1
:[sz2+R2x] = (7R3+7R3)

o R+1\2 2
///Qf(x,y,z) dx dy dz = RI1

et puisque Vol(Q)) = R, le volume moyen du matériau dans le cube est

1 1 R* R
Vol (QO) ///Qf(x’y’z) dxdy dz = 3 k41~ R+1°

Proposition 5 (Centre de masse).
Si pt > 0 denote la densité de masse, et r(x,y,z) denote la distance d’un point (x,y,z) depuis un point fixe P
ou une droite fixe A, alors

La masse totale : présente en () est

M= ///Q w(x,y,z) dx dy dz.

Le centre de masse : (ou centre d'inértie, ou encore baricentre) est le point G de coordonnées (xg,Yg,zg) telles
que

1

xG—M///Qx u(x,y,z) dx dy dz
1

ve = M///Qy #(x,y,2) dx dy dz

1
= — ,Y,z) dx dy d
ZG M///sz(x]/z) X ay az

Le moment d’inértie par rapport 3 P ou a A est

1 2
M///Qr (x,y,2) u(x,y,z) dx dy dz.

Un matériau est homogeéne si sa densité de masse est constante. Si cette constante n'est pas spécifiée, on peut
supposer que u(x,y,z) =1 pour tout (x,y,z).
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Exemple 17.
Trouvons le centre de masse du demi-cylindre homogeéne

Q={(xyz) e R |[x¥*+y*<R%, z€[0,H], y>0}.
Il convient de travailler en coordonnées cylindriques
Q' ={(0,92) | pe[0R], ¢€l0r] z€0H]}

La masse totale est alors

R T H 7TR2H
M = ddti:ﬂy do d d:/ d /d / dz = .
b%)xy z L Pdodpdz= | pdp | dp | dz= "

Puisque
fy cospdo=[sme] =0
= 1n =
A cos @ de sin @ o ,
et
T X s
/Osmqodq):[—cosq)}ozz,

le centre de masse G a coordonnées cartesiennes

1 1
xGfM///QxdxdydzfM//Q,pcowppdpdgodz

L [ dg [ dz=0

—M/Op p/ocosgo(p/o z=

1 1 (R, T H 2 R 4R
vo =g [fyydxavaz= 5 [0 o [Fsingde [Tds= o 2 H =5

1 1 (R m H 2 R H> H
zG—M///Dzdxdydz—M/o pdp/o d(p/o zdz—inRzHTHT—E

donc

Exemple 18.
Un sac de farine tombe par terre et la farine s'éparpille au sol avec une concentration non homogeéne

1

(Ve +1)

flxy) =

pour tout (x,y) € R2. Calculons les quantités totale et moyenne de farine éparpillée dans le disque de rayon R > 0

autour du sac. La fonction f se simplifie en coordonnées polaires, car on a

1
(p+1)2

flo.9) =
et le disque en coordonnées polaires est
Dr={(p,¢) | p€[O,R], ¢ €[0,27[}.
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=

On a alors
Quantité totale = // PTin pdpde
27'( 1 1
=) / ( e )
1
:Zn/o <p+1 (p+1)2> dp
1 1R
=2r {ln(p—kl)—i—w}
:2n<lnR+1 1+1—1n(1)—1)
Quantité totale = 27t ( In(R+1) — RL—H)
R 21 R2
Aire(Dg) ://DRP dp dq):/o p dp /0 do = 5 271 = R?
Quantité moyenne = Ai //DR (CESIE pdpde
% 2 (1n(R+1)—RiH)
Quantité moyenne = Ri ( In(R+1) — RL—H)
Exemple 19.

Calculons le centre de masse du solide () composé de la demi-boule B et du cylindre C suivants

B= {(r,q),@) | re[0,R], p 0,27, 6 € [n/z,n]}

= {(p,w) |p€[OR], pef02n], z€ [o,R]},

ayant densité de masse p(x,y,z) = z>. La masse totale de Q) est

Mqa = Mg + Mc

avec 1i(x,y,z) = r? cos? 0 sur B. On a donc

R 27 T
MB:/// 2 cos? 0 r*sin@ dr de dGz/ rt dr/ de // cos®@sin @ df
0 0 n/2

i [ - %cos G}H ZnRS

21 TR®
Mc—/// z pdpdq)dz—/ pdp/ dq)/ 2 dz— 271— =

2 1 77TRY
MO_MB+MC_<15+3> 7TR5: 5

*—27r

Puisque

27 27
/0 cospdp =0 et / sing dgp =0,
0
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les coordonnées cartesiennes du baricentre G de () sont

En conclusion, le baricentre

X6 = 3~ ///x‘uxy, dx dy dz
Q
MQ/ T dr/ cosrpd(p/ cos? fsin® 6 df

27
—I——/ 0 dp/ cosq)dgo/ 2% dz

XGZO

1 de 27 p 7T ’ ’ p
= — > dr i 0sin- 0 do
e MQ/O /0 sing do /n/zcos sin
1 R, 2 R,
M—Q/O 0 dp/o s1ngodq0/0 z° dz
¥y =0
z —L///fdxd dz
G—MQ o Y
L st [Tap [T cos0sing do
_Mig/o r r/o ¢/7T/2COS sin

1 Rd an de
+MT)/OPP/O g"/oz z

15 (R® 1 i R R*
:771R3<6 Zn[—zcos‘LG]n/ —1—727( 4>
_157R® /11 1
—ms(‘34+4>
_ 15R® —1+3
712
5R3
ZG:H.

3
G= (005R)

se trouve dans la partie cylindrique, car

5R3

2o
12~

A noter que le baricentre se trouve a |'intérieur de Q) seulement si

ce qui se vérifie si

4 Exercices

Exercice 1

Calculer

5R3
<R,
14 —

R < V14/5.

I= //Df(x,y)dxdy
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ot D est le rectangle de sommets O, A(7,0), B(0,1),C(7,1) et
f(x,y) =2ysinx.
Correction ¥ [09.0002]
Exercice 2
Calculer
I= // f(x,y)dxdy
D
ot D est le triangle de sommets O, A(1,0), B(1,1) et
fly) =x—y
Correction ¥ [09.0003]
Exercice 3
Calculer
I= // f(x,y)dxdy
D
ou D est le triangle de sommets O, A(1,0), B(0,1) et
floy) =%y
Correction ¥ [09.0005]
Exercice 4
Calculer
1= [[ feoydxdy
D
ou D est le triangle de sommets O, A(2,0),B(0,2) et
f(x,y) = xe*siny
Correction ¥ [09.0006]
Exercice 5
Calculer
I= // f(x,y)dxdy
D
ou D est le triangle de sommets A(1,0), B(0,1),C(0, —1) et
flx,y) =x+2y.
Correction ¥ [09.0001]

Exercice 6

Calculer

I= //Df(x,y)dxdy
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ou
D={(xy) eR?; x| <a, ly| <b]
et
flx,y) = (x+y)e™
Correction ¥ [09.0007]
Exercice 7
Calculer

I= //D f(x,y)dxdy

ol D est le trapéze dont la base est le segment de I'axe des x dont les abscisses sont comprises entre -1 et 1 et dont
les trois autres cotés sont situés dans le demi-plan des y positifs et de longueur 1 , et

flx,y) =y

Correction ¥ [09.0008]

Exercice 8

Calculer

I= //D f(x,y)dxdy

ot D est I'ensemble des points du plan qui vérifient les inégalités

Vi+y>1 et Vi—x+/1-y>1

et

flxy) = (x—y)?
Correction ¥ [09.0009]
Exercice 9
Calculer

I= // f(x,y)dxdy

D
ou
y2
D_{(x,y)e]Rz O<x<1—4}

et

flry) =2+
Correction ¥ [09.0010]

Exercice 10

Calculer

I= //D f(x,y)dxdy

ol D est I'ensemble des points du disque de centre O et de rayon 1, tels que x +y > 1 et

xX,y) = _ Y
f(xy) (x2+y2)2
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Correction ¥ [09.0011]
Exercice 11
Calculer
I= // f(x,y)dxdy
D
ol D est l'intersection des disques limités par les cercles d'équations réespectives
X242 —2Rx=0 et x*+y*>—2Ry=0,
et
2 2
floy) =x"—y~
Correction ¥ [09.0012]
Exercice 12
Calculer
I= // f(x,y)dxdy
D
ot D est le disque de centre O et de rayon a et
2
fxy) = (x+y)
Correction ¥ [09.0013]

Exercice 13

Calculer

I= //Df(x,y)dxdy

ot D est le quart de cercle de centre O et de rayon b, situé dans le quart de plan des coordonnées positives, privé de

I'origine, et

Correction ¥

[09.0014]

Exercice 14

Calculer
I = Ly )dxd
//Df(x y)dxdy
ou
D:{(x,y) |y20,x2+y2—x20,x2+y2—2xSO}\{(O,O)},
et
_X—y
fley) = o

27 - 43



Correction ¥

istom

Ecole
supérieure
d’agro-
développement
international

[09.0015]
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Correction de l'exercice 1 A

Comme on intégre sur un rectangle une fonction dont les variables se séparent, on a immédiatement :

1= (/Onsinxdx> </012ydy> = [~ cos x|} [yzr)zz

Correction de l'exercice 2 A

D,
T 1
La droite OB a pour équation
y=x
Lorsque x est compris entre 0 et 1, le nombre y varie de 0 a x. Donc
: (=P 2
y(x) = | (x=y)dy [ |

On a alors

Correction de I'exercice 3 A
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La droite AB a pour équation
y=1-—x

Lorsque x est compris entre 0 et 1, le nombre y varie de 0 a 1 — x. Donc

1—x 27y=1-x Z(x _ 1)2
I :/ 2d 2 |:y:| _ X
y() = | yxTdy =275 P

On a alors

Correction de l'exercice 4 A

La droite AB a pour équation

y=2-—x

Lorsque x est compris entre 0 et 2, le nombre y varie de 0 a 2 — x. Donc

2—x o
I(x) = / xe* sinydy = xe*[— cosy]z;é ¥ = xe*(1 - cos(x — 2)).
0

Alors

2 2 2
I :/0 Iy (x)dx :/0 xexdx—/o xe* cos(x — 2)dx.
En intégrant par parties, on obtient tout d'abord
2 ) 2 )
/ xe*dx = [xe*]; — / edx = [(x—1)e*]; =€ +1
0 0
D’autre part

2 2 , 2 ‘
/ xe* cos(x —2)dx = Re/ xe*e' 2 dx = Re <62’ / xe(”l)"dx)
0 0

0
On intégre de nouveau par parties ce qui donne

e(1+i)x 2

1+i

e(1+i)x e(1+i)x
T+i T a+ie

2 .
/xe(1+l)xdx: x
0

22 (i
- / 1=
0 0 !

0
Mais
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11 1 [1-i]* i
1+i 2 (1+1)2 2 2
d’ou
, , No12 ‘ 1 ‘
(I40)x 7, — NL(4D)x (1) |7 2 _ N\ (141)x = N 2+20
/0 xe dx {x(l ie +ie ]0 [((1 i)x+i)e ] 5 ((2 i)e 1)
Alors
1
2i (I4+i)x 7, — = N2 2i
e /0 xe dx 3 ((2 i)e” —ie )
et
Re (e 2i /2 xe(1+z)xdx> 2 %
0 2
Finalement

Correction de I'exercice 5 A

Les droites AB et AC ont pour équations respectives
y=1-x e y=-1+x
Lorsque x est compris entre 0 et 1, le nombre y varie de x —1 a 1 — x. Donc

=1-x

I(x) = /x:x(x—i-Zy)dy: [xyﬂf]j = x(1—x) +(x =1 = (¥(x = 1) + (x = 1)?) = 2%(1 - x).

=x—1

On a alors

1 1 2x3 2 1
— 02 = |¥2 _ _Z_Z
I—/O Iy(x)dx—/O (2x 2x )dx {x 3 L) 1 3= 3
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Correction de I’exercice 6 A

—al - - e . - . - e - la

—b
On intégre sur un rectangle. Lorsque x est compris entre —a et a, |'ordonnée y varie de —b a b. Donc

I(x) = /_bb(x—i—y)e"_ydy

En intégrant par parties

Iy(x) = [-(x+y)e Y] y_7b+/ " Vdy = | (x+y+1)e"_y]zjib= —(x+b+1)e" P (x—b+1)e P

On a alors

1= /a Iy(x)dx = /u {(x— b+1)e¥t? — (x-l—b-l-l)ex_b} dx.

—a —a

En intégrant de nouveau par parties

1= = va ] [ et (v et o [ et
[ x+b] —_FZ _ [(X + b)ex—b] +a

—a

=(a=b)e" "+ (a+b)e" " — (a+b)e" " + (b — a)e” (D)

( ) ( a+b _ e—(u+b)) + (El + b) (eb—u _ eu—b)
=2(a—"b)sh(a+0b)+2(a+Db)sh(b—a)

Correction de I'exercice 7 A
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Sil'on note A(—1,0), B(1,0) et A’ et B les autres sommets du trapéze, on a AA’ = A’B’ = BB’ = 1. Les triangles
OBB/,0OB’A’ et OAA’ sont équilatéraux. Alors la droite passant par A’ et B’ a pour équation

la droite passant par B et B’ a pour équation
T
y= —tang(x—l) = —V3(x-1)
et celle passant par A et A’ a pour équation

y=V3(x+1)
V3

Lorsque y est fixé entre 0 et 5>, la variable x est comprise entre —1 + % et1l— % et l'on a

3
1*y/\/§ y
Ix(y)—y/_w/ﬁdxdy( —\@)

\/3/2 \/5/2 2 1
- _ ¥ _ |.2 3 _ =

Alors

Correction de I'exercice 8 A

Si (x,y) appartient a D, on a nécessairement 0 < x < 1 et 0 <y < 1. Alors la condition
Vx4 .y >1
équivaut a

puis a

De méme, la condition



équivaut a

Vi-y>1-vV1—x
puis a

1-y>(1-v1-—x)?
et enfin 3

y<1-(1-vV1I-x)?=x-14+2V1—x

Pour x compris entre 0 et 1, on calcule

x—142y/1—x
=[xy
(y— x)3 y=x—142/1—x
N [ 3 L—Hx_z\/;
=5 [evi—x -1 - -2va))
= % [8 (x3/2 +(1- x)3/2) +6(vVx+VI—x)— 14] .

Alors

[aey

—~
I
éﬂ
—~
=
~—
U
=

O\Ho\

[8 (¥ + (1= x)%/2) + 6(v/x + VI —x) — 14] dx

W =

_ 1|16 5 502 3/2 _ (1 _ 32 _ !
—3{5<x (1—x) )+4<x (1—x) ) 14xO
116 16

3{5+4—14+5+4]

_2

15
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Correction de l'exercice 9 A
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n

2
Lorsque y est compris entre -2 et 2, le nombre x variede 0 a 1 — yz_ Donc

LI S ) P S U O A S U V- VA
= [ (e)a= e y| = () 5 () =5 T i

On a alors

_ [ S S L VA A W LS A A N
1= [ = [ (G - i) = 5+ %~ Ba) L= 8

Correction de l'exercice 10 A

La partie supérieure du cercle a pour équation ¥ = /1 — x2. Pour x compris entre 0 et 1, le nombre y est compris

entre 1 — x et v/1 — x2. On calcule
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y(x) _/kx (22 +y2)? y= [Z(xz—i—yz)]y_lx T 222 -2x+1) 2

On a alors

I:/Olly(x)dx:/o1 (M—;)dx

En faisant apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur, on obtient

1 X
~ )4
T+l 2> *

o411
= [; In (2x2 —2x + 1) + jIArctan(Zx —-1)— x} .

4x — 2
o 82x2 2x+1

1
42x2

4

1 1
= Z(Arctanl — Arctan(—1)) — 1=

x| 3

1
4
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Correction de I'exercice 11 A

Le domaine D est symétrique par rapport a la premiére bissectrice. Sur D, on a

fly,x)=—f(xy)

Alors nécessairement I = 0.
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Correction de I'exercice 12 A

Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (7,t) parcourent le rectangle
A =10,a] x [-m, 7.
D’autre part
f(rcost,rsint) = (rcost + rsint)? = r2(1 + sin 2t).
Donc

I:// f(rcost,rsint)rdrdt:// 3(1 + sin 2t)drdt.
A A

Comme les variables se séparent, on a immédiatement

a T 1" cos2t1™ at
1= / 3d)</ 1 '2tdt>={] [t— } =,
( | _ﬂ( + sin2t) il > | =

Correction de I'exercice 13 A

37-43



\ Ecole
' supérieure

v  dagro-
istom international

=

développement

Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (r,t) parcourent le rectangle

=]0,b] x [0, 7t/2].
D’autre part

v
r(cost+sint)’

I= //f (rcost,rsint)rdrdt = // drdt
A sint +cost

Comme les variables se séparent, on a immédiatement

b /2 At /2 dt
(L) ([t YA
Jo 0  sint -+ cost 0 V2sin(t+ %)

f(rcost,rsint) =

Donc

En écrivant

on obtient

/21 4+t £ s
/ +ant2+8)dt—b[ln
V2 (2+%)

/2 3
] b tan <
2 tan

o v2 tani

En partant de

T 2tan Z
l1=tan— = 78
4 1 — tan? 8

on trouve que tan § est la racine positive du trindme X2 42X —1, donc
T
tan i V2-1

Par ailleurs

3 T
tan?—tan<5—§) tan8 =V2+1
d'ol

b
— ﬁln(fu 1)2 = V2bIn(v2 4+ 1)

Correction de I'exercice 14 A
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Le domaine D est la partie du plan comprise entre le cercle de centre (1,0) et de rayon 1, et le cercle de centre
(1/2,0) et de rayon 1/2 située dans le demi-plan des y positifs.
Le premier cercle a pour équation polaire

r = cost

et le second

r =2cost

On intégre donc sur le domaine

A= {(r,t)‘og t <g,cost§r§2cost}

Utilisons les coordonnées polaires pour intégrer les fonctions positives sur D

X Y
YY) = —5—>5 et ) = —2—
filxy) 2t y2 et fa(x,y) 2+ 12
On a
fi(rcost,rsint) = %St et fo(rcost, rsint) = %nt
On a donc

L :// fl(rcost,rsint)rdrdt:// costdrdt et 12:// fz(rcost,rsint)rdrdt:// sin tdrdt
A A A A

On a tout d'abord

2cost 2cost
(h),(t) = / costdr = cos*t et (DL)r(t) = / sintdr = costsint
C C

0os t 0os t
Puis
/2 n/2 m/214cos2t 1[, sin2t]? n
I = I tdt:/ 2tdt:/ — L g = |t ==
A A e
et
/2 /2 /2 gin 2t 1 cos 2t /2 4
L= I tdt:/ int tdt:/ it =~ |- _1
) /0 (1), (0t = [ sintcos * 2[ 2}0 !
Finalement
mT—2
1:11—12:T
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Wolfram|Alpha est un moteur de recherche scientifique, une superbe =] =
* calculatrice a tout faire. Disponible sur le navigateur mais également L 2
sur mobile avec une application téléchargeable sur Google Play et I'App
WolframAlpha  Store. =]

Etudiez en musique !
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https://www.wolframalpha.com/
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.wolfram.android.alphapro&hl=en&pli=1
https://apps.apple.com/us/app/wolframalpha/id548861535
https://apps.apple.com/us/app/wolframalpha/id548861535
https://www.wolframalpha.com/
https://open.spotify.com/playlist/0KZGwpcrKkFicSRuAJ3CQ4?si=4670e9f1df6749e5
https://open.spotify.com/playlist/0KZGwpcrKkFicSRuAJ3CQ4?si=4670e9f1df6749e5
https://deezer.page.link/TxLR2fALBsRhxWnY9
https://deezer.page.link/TxLR2fALBsRhxWnY9
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Etudiant(e) (Nom, Prénom) 1 .. ... oo

PrOMOtION, GrOUPE & oo

Auteurs de ces notes de cours

D’aprés un cours de Arnaud Bodin.
Revu et augmenté par Antoine Géré.
Relu par (coming soon).
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Wolfram|Alpha est un moteur de recherche scientifique, une superbe =] =
* calculatrice a tout faire. Disponible sur le navigateur mais également L 2
sur mobile avec une application téléchargeable sur Google Play et I'App
WolframAlpha  Store. =]

Etudiez en musique !
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Etudiant(e) (Nom, Prénom) i ... ... i

PromMOtioN, GrOUPE &

Auteurs de ces notes de cours

Cours et exercices rédigés par Antoine Géré.

Relu par (coming soon).
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